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Prueba de Acceso a la Universidad
Catalunya -- Ordinaria 2025
Matematicas Il
Serie 1

Baremo e instrucciones

El examen consta de CUATRO ejercicios obligatorios. Cada ejercicio vale 2,5 puntos. Realice los
ejercicios 1, 2 y 3 respondiendo a TODAS las cuestiones que se planteen. En el ejercicio 4, elija
UNA de las dos opciones (A o B) propuestas.

En todas las respuestas, explique siempre qué quiere hacer y por qué. La redaccion de la respuesta
debe hacerse de manera coherente, con correccion y claridad, empleando la notacién y el vocabu-
lario matematico adecuados y expresando la solucién de manera clara.

Puede utilizar las paginas en blanco del final del cuaderno para hacer esquemas, borradores, etc., o
para acabar de responder algtn ejercicio si necesita mas espacio. En este tltimo caso, debe indicarlo
claramente al final de la pagina del ejercicio correspondiente.

Puede utilizar calculadora, pero no se permite el uso de calculadoras u otros aparatos capaces de

almacenar datos o de transmitir o recibir informacion.
\ Y,

Idea clave

Este examen (Catalunya, 2025, Serie 1) exige elegir una tinica opcion en el ejercicio 4. Aqui resol-
vemos también las dos opciones (A y B), como recurso de repaso completo.

EJERCICIO 1: Funcioén racional: cortes con los ejes, asintotas y rectas tangentes

(2,5 puntos)

Considere la funciéon

x% —2x
x—1

fx) =

a (1 punto) Determine los cortes de la curva y = f(x) con los ejes de coordenadas, y las ecuaciones de
sus posibles asintotas verticales, horizontales y oblicuas.

b (1 punto) Calcule las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva y = f(x) en los puntos x = 0y
x = 2. ;Son estas dos rectas paralelas? Justifique la respuesta.

¢ (0,5 puntos) ;Hay algin punto donde la recta tangente a f(x) tenga pendiente 1? En caso afirmativo,
encuéntrelo.

Apartado a)
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Idea clave

Antes de estudiar las asintotas conviene simplificar f(x) mediante divisién polindmica: al ser el
grado del numerador exactamente una unidad mayor que el del denominador, este cociente revela
directamente la asintota oblicua.

Cortes con los ejes. Con el eje OY (x = 0): f(0) = 8;(1) = 0, punto (0, 0).
Con el eje OX (f(x) = 0): el numerador debe anularse (y el denominador no), x* — 2x = 0 = x(x — 2) =
0 = x = 0 0 x = 2 (ninguno anula el denominador). Puntos (0, 0) y (2, 0).

Asintota vertical. E1 denominador se anula en x = 1; el numerador en x = 1 vale 1 —2 = —1 # 0, asi que
x = 1 es asintota vertical.

Asintota horizontal y oblicua. Dividimos x? — 2x entre x — 1:

x2—2x=(x—1)(x—1)—1=f(x)=x—1—L.
x—1

o 1 , .
Como el término ——— — 0 cuando x — =00, no hay asintota horizontal (el grado del numerador

x —_—
supera al del denominador), pero si asintota oblicua:

X2 —2X. .ot
fix) = =T asintotas y tangentes paralelas
8 — 1

x=1

(0,0)

x% —2x

Figura 1: f(x) =
x—
paralelas de los apartados b) y c).

, con la asintota vertical x = 1, la oblicua y = x — 1 y las dos rectas tangentes

Apartado b)
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Idea clave

. , . . . . 1 _
escrita asi, derivar es inmediato: la derivada de 1T —(x—1)"les

1
Con f(x) =x—1— -
(x—-172

, _ 1
f(x)—1+—(x_l)2.
1 , 1
Enx:O:f(O):O—l—_—l:—1+1:0,yf(0):1+(_1)2=1+1:2.

Enx:Z:f(Z):Z—l—%:1—1:O,yf’(2):1+1l2:1+1:2.

Las rectas tangentes son:

Enx=0: y—O:Z(x—0)=>
Enx=2: y—0=2(x—2)=>

Idea clave

Dos rectas son paralelas cuando tienen la misma pendiente, aunque corten al eje OY en puntos
distintos (si ademas coincidiera la ordenada en el origen, serian la misma recta, no solo paralelas).

Ambas rectas tienen pendiente 2, asi que si son paralelas. Ademas son distintas (una pasa por el origen

y la otra no), asi que son paralelas y no coincidentes.

Apartado c)
Idea clave

oz 1 . oz
Buscamos x tal que f’(x) = 1. Con la expresion f'(x) = 1+ —1)2 ya obtenida, esta ecuacion se

(x

puede analizar sin resolver nada todavia: el segundo sumando es siempre positivo.

Para que f’(x) = 1 haria falta que = 0, pero ;2 > 0 para todo x # 1 (nunca puede ser

1
(x = 1) (x-1)
cero, ya que es un cociente con numerador 1). Por tanto:

ffx)=1+ ﬁ >1 paratodo x del dominio.
x —_—

No existe ningun punto donde la recta tangente tenga pendiente 1: f’(x) es siempre mayor que 1. ‘

EJERCICIO 2: Sistema de ecuaciones lineales con parametro (2,5 puntos)

Considere el siguiente sistema de ecuaciones lineales:
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y—z=p+3
ﬁx—z=5
x—y=3

a (1,25 puntos) Discuta el sistema para los diferentes valores del parametro p.
b (0,5 puntos) Resuelva el sistema para el caso p = —1.

¢ (0,75 puntos) Para el caso p = —1, ;hay alguna solucién que cumpla, ademés, xy = 10? En caso
afirmativo, indique cuantas hay y encuéntrelas todas.

Apartado a)

Idea clave

El sistema no viene dado en el orden habitual x, y, z: conviene reescribir cada ecuacién completando
con coeficiente 0 las variables que no aparecen, para poder construir correctamente la matriz de
coeficientes.

Reescribimos el sistema en la forma estandar:

Ox+y—z=p+3
p2x+0y—z=5

x—y+0z=3
La matriz de coeficientes es
0 1 -1
M=|p? 0 -1
1 -1 0

Desarrollamos el determinante por la primera fila:

0 —1 | 2 0
M| =0 1P + (=P
1 0 1 0 1 -1
Calculamos los determinantes 2 x 2 necesarios:
2 2
e -1 p 2 2
=0-(-1)=1, =—pt-0=-
Lo (-1 A P

Sustituyendo:
M| =0~ 1(1) + (~1)(=p?) = =1+ p* = p* ~ 1.

Factorizando: [M| = (p —1)(p + 1), que se anulaen p=1y p = —1.

Idea clave

Como es un sistema cuadrado (3 ecuaciones, 3 incognitas), el determinante permite resolver de
inmediato el caso general; solo hace falta estudiar por separado los dos valores que lo anulan.

Casop#1yp=+—1:|M| # 0, luego rg(M) = rg(M’) = 3 = n. Sistema compatible determinado (SCD).
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Caso p = 1: el sistema queda

y—z=4
X—2z=5
x—y=3
0o 1 -1 1 1
con matriz de coeficientes M =1 0 —1 ]. El menor de filas 1,2 y columnas 2,3, 0 1‘ =-1+0,
1 -1 O

da rg(M) = 2. Sumando la primera y la tercera ecuacion: (y —z) + (x —y) =4+3 = x—z = 7, que
contradice la segunda ecuacién (x — z = 5). Esta contradiccién confirma que rg(M”) = 3 # rg(M) = 2:
sistema incompatible (SI).

Caso p = —1: el sistema queda
y—z=2
X—2z=5
x—y=3

con la misma matriz de coeficientes que en el caso p = 1 (ya que p? = 1 en ambos casos), asi que de nuevo
rg(M) = 2. Pero ahora sumando la primera y la tercera ecuacion: (y —z) + (x —y) =2+3=x—-2z =5,
que si coincide con la segunda ecuacion: no hay contradiccion, la tercera ecuacién es combinacion de
las otras dos. Por tanto rg(M”) = 2 = rg(M) < 3: sistema compatible indeterminado (SCI).

Resumen:
p ‘ Tipo de sistema
p# =+l SCD
p=1 SI
p=-1 SCI
Apartado b)
Para p = —1, el sistema es
y—z=2
X—z=
x—y=3
Idea clave

Como ya vimos en el apartado a) que la tercera ecuacién es combinacion de las otras dos, basta
trabajar con las dos primeras y dejar z como parametro libre.

De la primera ecuacién: y = z + 2. De la segunda: x = z + 5. Tomando z = A como parametro:

’(x,y,z)=()t+5, A+2, ), AeJR.\

Apartado c)

Idea clave

Sustituimos la solucién paramétrica en la condicién xy = 10: se obtiene una ecuaciéon de segundo
grado en A, con hasta dos soluciones posibles.
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Imponemos xy =10conx = A+ 5,y =1+ 2:
A+5A+2)=10= A2 +71+10=10=—= A2 +71=0 = A(1+7) = 0.

Las soluciones son A =0y A = —7.
Para A = 0: (x,y,2) = (5,2,0). Comprobaciéon: xy =5-2 = 10 X.
Para A = —7: (x,y,z) = (—=2,—5,—7). Comprobacién: xy = (—2)(-5) = 10 X.

’ Si, hay exactamente dos soluciones: (5,2,0) y (-2, —5, 7). ‘

EJERCICIO 3: Probabilidad: control de calidad y binomial (2,5 puntos)

Una empresa produce dos tipos de piezas, de hierro y de acero. E1 60 % de la produccion total correspon-

de a piezas de hierro y el resto son de acero. Sabemos que el 95 % de las piezas de hierro producidas no
tienen ningun defecto, mientras que el 3 % de las piezas de acero son defectuosas.

a (0,75 puntos) Si cogemos una pieza al azar, ;cual es la probabilidad de que sea defectuosa?

b (0,75 puntos) La empresa pronto diversificara la produccion y empezara a producir también piezas de
titanio, que se venderan en paquetes de 5. Si la probabilidad de que una pieza de titanio sea defectuosa es
un valor desconocido p, y cada pieza es defectuosa independientemente de las demas, compruebe que la
expresion que nos da la probabilidad de que en un paquete de 5 piezas haya exactamente 4 defectuosas

(en funcién de p) es f(p) = 5(p* — p°).

¢ (1 punto) Considere la funciéon f(p) del apartado anterior. Determine el valor maximo que toma f(p)
cuando p > 0.

Apartado a)

Idea clave

Cuando el enunciado da un porcentaje de piezas sin defecto, primero hay que pasarlo a probabilidad
de defecto (complementario) antes de aplicar la probabilidad total.
Sean H = "la pieza es de hierroz Ac = "la pieza es de acero”, con P(H) = 0,60 y P(Ac) = 0,40.

Como el 95% de las piezas de hierro no tienen defecto, la probabilidad de que una pieza de hierro sea
defectuosa es el complementario: P(D | H) = 1—0,95 = 0,05. Para el acero, directamente P(D | Ac) = 0,03.

Por el teorema de la probabilidad total:

P(D) = P(H)- P(D | H) + P(Ac) - P(D | Ac) = 0,60 - 0,05 + 0,40 - 0,03 = 0,03 + 0,012 = 0,042.

P(defectuosa) = 0,042 = 2L _ 4,2 %.
500

Apartado b)
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Idea clave

Exactamente 4 de 5 defectuosas, con piezas independientes.es la situacion tipica de una variable
binomial: hay que elegir cuéles 4 posiciones (de las 5) son las defectuosas, y multiplicar por la
probabilidad de ese patron concreto de éxitos y fracasos.

Sea X el nimero de piezas defectuosas en un paquete de 5, con X ~ B(5, p) (cada pieza es defectuosa con
probabilidad p, independientemente de las demas). La probabilidad de exactamente 4 defectuosas es:

P(X=4)= (Z)p‘*(l —pyt= (Z)p“(l - p).

Como (5) =
4
P(X =4) =5p*(1-p) =5(p* - p°) = f(p).
que es precisamente la expresion que habia que comprobar. B

Apartado c)

Idea clave

Aungque p representa una probabilidad (y por tanto en la practica 0 < p < 1), el enunciado solo pide
estudiar f(p) para p > 0: buscamos los puntos criticos de f y comparamos sus valores, sin asumir
de entrada donde esta el maximo.

Derivamos f(p) = 5p* — 5p°:

f'(p) = 20p° = 25p* = 5p°(4 - 5p).

Igualando a cero: p = 0 (raiz triple) o p = %

Idea clave

En vez de recurrir a la derivada segunda (que en p = 0 resulta poco concluyente, al ser una raiz
multiple), es mas directo estudiar el signo de f’(p) = 5p>(4—5p) directamente: para p > 0 pequefio,
P> >0y (4—5p)>0,asique f'(p) > 0.

Para0 < p < %: p>>0y4—5p>0,luego f(p) > 0 (f creciente).
Para p > %: p> > 0pero4—5p < 0,luego f'(p) < 0 (f decreciente).
Por tanto f crece en (O, %) y decrece en (% +<><>>: hay un maximo relativo (y global, para p > 0) en

p= %, ya que f(0) = 0 es un minimo local (extremo del tramo creciente) y f(p) — —oco cuando p — +oo.

Calculamos el valor maximo:
4 5 4
f<é>=5(é) _5<é> =5(é) (1_é)=5.@.l:@.
5 5 5 5 5 625 5 625

4) 256
fy = -] =—=10,4096.
i = £ (3 ) = 22
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EJERCICIO 4: Escoja UNA de las dos opciones (2,5 puntos)

Escoja UNA de las dos opciones (A o B) y responda a las cuestiones que se plantean.

Opcion A

La vela mayor de un velero tiene forma semiparabdlica y esta delimitada por las graficas de f(x) =
—x% 425,y =0y x = 0, tal como se indica en la siguiente figura:

25 -
X)) = —x* + 25
20 -
15 - Regiénsuperior
10 - y=9
5- § * egiéninferic»r
R
S
XX
1 /I 1 1
-10 =5 0 5 10

La vela tiene dos partes separadas por la recta y = 9. Para construirla, se emplea un tejido de nailon en la
parte superior, que cuesta 50 €/u?, y un tejido de poliéster en la parte inferior, que cuesta 70 €/u?. Calcule
el coste total del material que se necesita para construir esta vela.

Opcion B

Considere el plano 7 de ecuaciéon x + y = 0.

a (1 punto) Calcule la ecuacion del plano 7" que es perpendicular a 7 y contiene los puntos P = (1,1, 2)
y Q = (33 -3, 6)

b (1,5 puntos) Calcule la ecuacion paramétrica de la recta contenida en 7’ y que contiene los puntos de
s’ ala misma distancia de P que de Q.

Resolvemos primero la Opcioén A.
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Idea clave

Antes de integrar, localizamos los puntos clave: déonde la parabola corta al eje OX (limite derecho
de la vela) y donde corta a la recta y = 9 (frontera entre las dos regiones).

La parabola f(x) = —x? + 25 corta al eje OX en —x? + 25 = 0 = x = =5; como la vela esta delimitada
también por x = 0, el dominio relevante es x € [0, 5].

Corte con y = 9: —x? + 25 = 9 = x% = 16 = x = +4; el valor relevante en [0,5] es x = 4.

25 -
X) = —x2 + 25
20 -
15 - Regiénsyperior
10 - y=9
5- €giONinferior
I /I I I
-10 -5 0 5 10
Figura 2: Vela semiparabolica f(x) = —x? + 25, dividida por y = 9 en regioén superior (nailon) y regién

inferior (poliéster).

Idea clave

La region superior es la parte de la vela que queda por encima de la recta y = 9: para x € [0,4], la
altura de esa franja es f(x) — 9 (la distancia entre la curva y la recta). La region inferior es todo lo
que queda por debajo de y = 9: un rectangulo de altura 9 para x € [0, 4], mas la parte de la curva
que ya esta por debajo de y = 9 para x € [4,5].

Region superior (x € [0, 4], entre la curva y la recta y = 9):
4

4 3
Asup = J:) [(—xz +25) — 9] dx = L (—x? +16)dx = [_x? + 16x

0

Region inferior: el rectangulo de altura 9 en [0, 4], mas el area bajo la curva en [4, 5] (donde ya f(x) < 9):
5 2 5
Ajpr=  9-4 +J (—x2+25)dx:36+ —?+25x
4

rectangulo

4
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Calculamos la integral: en x = 5, _125 + 125 = @; en x = 4, _o4 + 100 = & La diferencia es
250 23 14 3 3 3
3 3 3
A= tes 122108 14122
3 3 3 3
Idea clave

Como comprobacion rapida, Agyp + Ajyf debe coincidir con el area total bajo la parabola en [0,5]:
5
en efecto, .[0 (—x? +25)dx = 230 = 128 + Q
3 3 3
El coste total es:

Coste = 50 - Agyp + 70 - A = 50 - % +170 - 122 _ 6400 + 8540 _ 14940 _ 4930,

3 3 3

Coste total = 4980 €.

Resolvemos ahora la Opcién B.

ConP=(1,-1,2)yQ=(3,-3,6):
PO=0Q-P=(2-24).
El plano r tiene normal n, = (1, 1,0).

Apartado a)

Idea clave

El plano 7’ debe contener la recta PQ (por tanto, contener el vector P—Q)) y ser perpendicular a 7
(por tanto, su normal debe ser perpendicular a 7i;). El producto vectorial PQ x 7,, da exactamente
un vector perpendicular a ambos, que es el normal buscado para z’.

- - -

i j k
e =POxiiy =2 —2 4= ((=2)(0)—4(1), 4(1) — 2(0), 2(1) — (=2)(1)) = (=4, 4, 4).
1 0

Simplificando (dividiendo por —4): ni,» = (1,—1,—1).

El plano que pasa por P(1,—1,2) con esta normal es:

1(x—1)—1(y+1)—1(z—2)=0=>x—1—y—l—z+2=0=>

Comprobamos que 7’ es perpendicular a 7: 1, -1, = (1)(1) + (-1)(1) + (-1)(0) =1—-1+0 = 0 K.
Comprobamos que Q(3, -3, 6) pertenecean’:3—(-3)-6=3+3-6=0K.

Apartado b)

10



Entiende Mates Selectividad -- Catalunya -- Ordinaria 2025

Idea clave

El conjunto de puntos equidistantes de P y Q es, por definicion, el plano mediador del segmento
PQ: el plano perpendicular a PQ que pasa por su punto medio. La recta pedida es la interseccion de
ese plano mediador con 7z’.

1+3 -1-3 2+6

Punto medio de PQ: M = ( T ) =(2,-2,4).

El plano mediador tiene como normal la propia direccién FQ =(2,-2,4) y pasa por M(2,-2,4):
2x—-2)—2(y+2)+4(z-4)=0=2x—-4-2y—4+42-16=0= 2x — 2y + 4z — 24 = 0,

que, dividiendo por 2, queda x — y + 2z — 12 = 0.
La recta buscada es la interseccion de 7” : x —y — z = 0 con el plano mediador x — y + 2z — 12 = 0:

x—y—z=0
XxX—y+2z—12=0

Idea clave

Restando estas dos ecuaciones se elimina x — y de golpe, y queda una ecuacién solo en z: eso fija el
valor de z para toda la recta, dejando x — y determinado también, con una unica variable libre.

Restando la primera ecuacion de la segunda: (x —y+2z—-12) - (x —y—2)=3z—-12=0=z = 4.
Sustituyendo en la primera ecuacion: x —y —4=0=—=x -y = 4.

Tomando y =t como parametro libre: x =t + 4, z = 4.

((y.2)=(4+1, 1, 4), teR]

11



