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Prueba de Acceso a la Universidad
Comunidad Valenciana -- Extraordinaria 2022
Matematicas Il

Baremo e instrucciones

Formato de este examen: elige 3 problemas de los 6 propuestos. Cada problema puntia hasta 10
puntos. La calificacion del ejercicio es la suma de las calificaciones de los 3 problemas elegidos,
dividida entre 3 y aproximada a las centésimas.

Se permite el uso de calculadoras siempre que no sean graficas o programables, y que no puedan
realizar cilculo simbdlico ni almacenar texto o fé6rmulas en memoria. Se utilice o no la calculadora,
los resultados analiticos, numéricos y graficos deberan estar siempre debidamente justificados.
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Idea clave

Este examen (2022) usa el formato de 6 problemas, elige 3 (no 8/4 como en 2023-2024). Aqui resol-
vemos los 6, como recurso de repaso completo.

En las respuestas se deben escribir todos los pasos del razonamiento utilizado.

PROBLEMA 1: Sistema con parametro (10 puntos)

Dado el sistema de ecuaciones:
ax+y=1
x+z=1
x+ay+(@—-1z=a
a) Discutir el sistema en funcion del parametro real a. (5 puntos)

b) Encontrar todas las soluciones del sistema cuando este sea compatible. (5 puntos)

a 1 0
a) La matriz de coeficienteses M = [1 0 1 |. Calculamos su determinante desarrollando por la
1 a a-1
segunda fila:
1 0 a 1
M| =-1 +0-1 .
a a—1 1 a
Calculamos cada determinante 2 x 2:
1 1
=(a—-1), =a® -1
a a—1 ( ) 1

Sustituyendo:
M=—-(a-1)-@—-1)=-a+1-a®+1=-a*—a+2
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Factorizamos: —a® —a+2 = —(a®* +a—2) = —(a— 1)(a + 2).

Sia#1lya=#—2:|M|#0,rg(M) =rg(M") =3 = n. SCD: solucién tnica.

Si a = —2: sustituyendo, se comprueba que rg(M) = 2 pero rg(M’) = 3: el sistema es incompatible (SI).
Sia = 1: sustituyendo, rg(M) = rg(M’) = 2 < 3: el sistema es compatible indeterminado (SCI).

b) El sistema es compatible en dos situaciones: cuando a # 1, —2 (solucién Gnica) y cuando a = 1 (infinitas
soluciones). Resolvemos ambos casos.

Caso general (a # 1,—2). Resolvemos por sustitucion. De la segunda ecuacién, z = 1 — x. Sustituyendo
en la tercera:

x+ay+@—-1)(1-x)=a = x+ay+@—-1)—-(a-1)x=a = x(1-(a—1))+ay=a—(a—1)=1.
x(2—a)+ay=1.
De la primera ecuacién, y = 1 — ax. Sustituyendo:
x2—a)+a(l-ax)=1 = x2—-a)+a—-d’°x=1 = x(2-a—-a*)=1—-a.
Como2—-a—a®>=—(@®+a-2)=—(a—1)a+2),yl—-a=—(a—1):

v —(a-1) 1
C —(@—-1(a+2) a+2

Entonces: ) ) )
y:l—ax:l— a = s z=1—x=1-— :a+ .
a+?2 a+?2 a+?2 a+?2
1 2 a+”
X,Y,2) = R , , a+1,-2.
(x.7.2) <a+2 a+2 a+2
Caso a = 1. El sistema queda:
x+y=1
x+z=1
x+y=1

(la primera y la tercera ecuacién son idénticas). De la segunda, z = 1 — x; de la primera, y = 1 — x.
Tomando x como parametro libre:

(x,y,z):(X, 1_x, 1_x), xE]R

PROBLEMA 2: Matriz 2 x 2 con parametros e inversa dada (10 puntos)

Dada la matriz A = (a +b ! ):
0 a—>b

-1
0 1 ) (4 puntos)

1
a) Calcular los valores de los parametros a y b para que se cumpla A™! = (

b) Para los valores a y b obtenidos en el apartado anterior, calcular A® y A%, (3 puntos)

¢) Calcular det(A™°) cuando a?® — b? # 0. (3 puntos)
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a) Como A es triangular superior, su determinante es el producto de la diagonal: |A| = (a + b)(a — b) =

a? — b2, Calculamos la inversa con la férmula directa para matrices 2 x 2 triangulares:
A_l _ 1 a— b —1 ‘
at-bp2\ 0 a+b

) ), entrada a entrada:

., 1
Igualando esta expresion a 0

a+b 1

(2,2): R =1 = a—bZI = a—-b=1,
a—-> 1

(1,1):a2—b2 =1 = a+b:1 = a+b=1.

Idea clave

Estas dos ecuaciones (a—b = 1y a+b = 1) forman un sistema 2 x 2 inmediato de resolver por suma.

Sumando ambas: 2a = 2 = a = 1; restando: 2b = 0 = b = 0. Comprobamos con la entrada (1,2):
-1 -1

=—=-1K

a?—-b> 1

Los valores sona=1,b = 0.

11
b)Cona=1,b=0: A= (0 1). Calculamos A?:

Idea clave

Se observa un patrén: cada vez que multiplicamos por A de nuevo, el elemento (1,2) aumenta en
1. Esto es caracteristico de las matrices triangulares con 1 en la diagonal (matrices «unipotentes»):

An_ln
“\o 1/

Comprobamos multiplicando una vez mas para A3 = A% - A:

2=l -6 )
6

c) Este apartado es independiente de los valores concretos hallados en a): trabajamos con a, b genéricos,

YAt=4% A

sabiendo solo que a® — b? # 0 (para que A sea invertible). Usamos dos propiedades del determinante:
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1

det(A™1) = et )

, y det(M™) = det(M)".

1
(a2 _ b2)50 ’

PROBLEMA 3: Recta por dos puntos, plano paralelo y distancia punto-recta (10
puntos)

Dados los puntos A = (2,0,0) y B=(0,1,0), y larectas : xT—l = =z

det(A™0) = det(A)™° = (a2 - bz)—so =

a) Hallar la ecuacidn de la recta r que pasa por los puntos A y B. (2 puntos)

b) Determinar la ecuacién implicita del plano que contiene a la recta s y es paralelo a la recta r. (4
puntos)

c¢) Calcular la distancia del punto A a la recta s. (4 puntos)

a) El vector director de r es AB=B- A= (—2,1,0). La recta, pasando por A = (2,0,0), es:

Idea clave

El denominador 0 en la componente z no indica una division por cero: simplemente expresa que la
recta tiene z constante (aqui, z = 0), ya que la componente z del vector director es nula.

Podemos escribirla también comor : { —2

b) El plano buscado contiene a s (con direccién o?; =(2,3,1), leida de su ecuacion continua) y es paralelo
ar (con direccién d, = (=2, 1,0)). Su vector normal es:

i=d xd =(-2,1,0)x(2,3,1).
Calculamos cada componente:
i OO-0B)=1 [ -[20)-©0@] =2 k: (-2)3)- 1)) =-s.

n=(1,2,-8).

Como el plano debe contener a s, tomamos un punto de s: con parametro 0 en la ecuacion continua,
(x,v,2) = (1,1,0). Imponiendo que el plano pase por este punto:

x—1D)+2(y-1)-8(z-0=0 = x—1+2y—-2-82=0 = x+2y—8z—-3=0.

¢) Usamos la formula de la distancia de un punto a una recta mediante el producto vectorial. Con R =
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(1,1,0) un punto de s y d, = (2,3, 1):
RA=A-R=(2-1,0-1,0-0)=(1,—-1,0).
RAxd, = (1,-1,0)x (2,3,1).
Calculamos cada componente:
i EDW-O) =-1, [ -[(MO-0@]=-1, k: OE)-(DE) =5
R?lxd;:(—l,—l,S), |Rj4xjs|=m=m=3\/§.

RAxd| 33 33 3/&
\d.| Ja+9+1 14 14

~ 1.3887.

d(A,s) =

PROBLEMA 4: Punto de corte con recta perpendicular y area de un triangulo
(10 puntos)

Dados los puntos A = (2,1,—2) y B = (3,2,3), y el plano  definido por 2x + 2y + z = 3, obtener:

a) El punto de corte C entre el plano 7 y la recta perpendicular a & que pasa por B. (5 puntos)

b) El 4rea del triangulo cuyos vértices son A, By C. (5 puntos)

a) La recta perpendicular a 7 que pasa por B tiene como direccion el vector normal de 7, n;, = (2,2, 1):

(x,y,2) =(3,2,3) +t(2,2,1).

Sustituimos en la ecuacion de 7:

1
2B3+20)+22+20)+(3+1) =3 = 6+4t+4+4+3+t=3 = 13+9% =3 = t:—go.

El punto de corte es:

c=(3+2(-2) 2 2(-10), 54 (1)) =(Z -2, 1),
9 9 9 9 9
Idea clave
L . 7 2 17 _ 14-4+17 _ 27 _
Comprobacion: sustituyendo C en 7, 2 ( 9) + 2( 9) + T O 3.

b) El area de un tridngulo con vértices A, B, C es la mitad del méddulo del producto vectorial de dos de
sus lados: .
Area = > |AB x AC|.
11 11 35

CalculamosngB—Az(1,1,5)y1¢fC=C—A:(%—2, —%—1, %—%2) :(—3, — 5 ?).
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Idea clave

Antes de calcular el producto vectorial completo con fracciones, observamos que AC es proporcio-
nal a C— A multiplicado por 9: trabajamos con 9AC = (—11, —11, 35) y al final dividimos el resultado

entre 9.

ABx (9AC) = (1,1,5) x (11, —11, 35).
Calculamos cada componente:
: (1)(35) — (5)(~11) = 35 + 55 = 90,
: —[(D(35) = (5)(-11)] = —90,
: (D)(-11) - (1)(—11) = 0.

Ao~ =y

ABx (9AC) = (90,-90,0),  luego  ABx AC = %(90, ~90,0) = (10, —10, 0).
|AB x AC| = V100 + 100 + 0 = 200 = 102.

Area = % -10v2 = 5v2 = 7.0711.

PROBLEMA 5: Integral racional definida con parametro (10 puntos)

a) Calcular, indicando todos los pasos, la siguiente integral indefinida: J ﬁ dx. (5 puntos)
x4 —5x —
t

b) Determinar, en funcion de t, el valor J 18 dx. (2 puntos)

g x2—5x—14
t

c) Determinar el valor de t mayor que 8 para que J 18 dx seaigual aln % (3 puntos)

g x2—5x—14

5+9

a) Factorizamos el denominador buscando sus raices: X2 —5x—14=0e x = ,esdecir, x =70

x = —2. Asi:
x2—5x—14 = (x = 7)(x + 2).
18 _ A + B
x=Dx+2) x-7 x+2

Descomponemos en fracciones simples:

Idea clave
Para hallar A, multiplicamos toda la igualdad por (x — 7) y evaluamos en x = 7 (donde el término
con B se anula): A = % = 2. Analogamente, para B multiplicamos por (x + 2) y evaluamos en
x=-2:B= 18 = —2.

—2-17

18 2 2
(x—=7D(x+2) x-7 x+2

6
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Integrando:

Jde=21n|x—7|—21n|x+2|+c.
x? —5x—14

b) Aplicamos la regla de Barrow entre 8 y t (con t > 8, asi que tanto t —7 > 0 como ¢ + 2 > 0, y podemos
quitar los valores absolutos):

t t

I zde=[21n(x—7)—21n(x+2)] = (2In(t —7) — 2In(t + 2)) — (2In1 — 2In 10).
8 x°—5x—14 8

ComolIn1=0:

E)]

=2In(t—-7)—2In(t+2)+2In10 =21
n( ) n( ) n n( —

. 25
c) Igualamos el resultado anterior a In e

zln(w)zmé
t+2 4

Idea clave

Pasamos el 2 como exponente dentro del logaritmo (2Inu = Inu?) para poder comparar directa-
mente los argumentos.

o] - (-2

10 —7) iy : : iy
Como t > 8, el cociente ————— es positivo, asi que tomamos la raiz cuadrada positiva:
10¢—7) 5
ﬁ = E End 20(t—7):5(t+2) = 20t —140 =5t + 10 = 15t =150 = t = 10.

PROBLEMA 6: Rectangulo de area maxima bajo una gaussiana (10 puntos)

Considerar la funcién f(x) = e para los valores positivos de x. Por cada punto M = (x, f(x)) de la

grafica de f se trazan dos rectas paralelas a los ejes de coordenadas, OX y OY. Estas dos rectas, junto con
los ejes de coordenadas, definen un rectangulo.

a) Determinar el area del rectingulo en funcién de x. (3 puntos)

b) Encontrar el punto M que proporciona mayor area y calcular esta area. (7 puntos)

a) El rectangulo tiene un vértice en el origen y el vértice opuesto en M = (x, f(x)), asi que sus lados

miden x (horizontal) y f(x) = e’ (vertical):
y

Alx)=x- e_xz, x> 0.
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2

b) Derivamos con la regla del producto, u = x (W’ = 1)yv =e ¥ (v = —2xe™*

’ por la regla de la
cadena): ) ) )
Ax)=e* + x( —2xe ¥ ) =e* (1 - 2x2).

-_— 2 . . . . .
Como e~ > 0 siempre, el signo de A’ coincide con el signo de 1 — 2x%, que se anula en:

1 _2

= X = = —

2 2

1-2x2=0 = x%=

DN | =

(descartamos la raiz negativa, ya que solo consideramos x > 0).
Idea clave

Para0 < x < %, 1-2x2>0 (A’ > 0, creciente); para x > %, 1-2x%2<0 (A’ < 0, decreciente). El

cambio de signo de + a — confirma que se trata de un méaximo.

Rectangulo de area maxima bajo f(z)=c "'

— fo)=e

1.0 1

2

El puntoes M = (7, e_l/z), y el area maxima es:

~ 0.4289.

A(@):Q.e—l/zzﬁzi
2 2 2Je 2



