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Prueba de Evaluacion de Bachillerato para el Acceso a la
Universidad

Andalucia -- Ordinaria 2021
Matematicas Il

Baremo e instrucciones

Prueba de Acceso y Admision a la Universidad — Andalucia, Ceuta, Melilla y Centros en Marruecos.
Convocatoria Ordinaria, Curso 2020-2021.
Instrucciones:

a) Duracién: 1 hora y 30 minutos.
b) Este examen consta de 8 ejercicios distribuidos en 2 bloques (A y B) de 4 ejercicios cada uno.
c) Cada ejercicio tiene un valor maximo de 2,5 puntos.

d) Se realizaran Unicamente cuatro ejercicios, independientemente del bloque al que pertenez-
can. En caso de responder a mas de cuatro ejercicios, se corregiran tinicamente los cuatro
que aparezcan fisicamente en primer lugar.

e) Se permitira el uso de calculadoras que no sean programables, ni graficas ni con capacidad
para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos conducentes a la obtencion
de resultados deben estar suficientemente justificados.

f) En la puntuaciéon maxima de cada ejercicio estan contemplados 0,25 puntos para valorar la

expresion correcta de los procesos y métodos utilizados.

~
&

BLOQUE A

EJERCICIO 1 (2,5 puntos)

ax? + bx + 2
-1
oblicua que pasa por el punto (1, 1) y tiene pendiente 2. Calcula a y b.

Se sabe que la grafica de la funcién f definida por f(x) = (para x # 1) tiene una asintota

Idea clave

Como el grado del numerador es mayor que el del denominador, la asintota oblicua se obtiene
dividiendo los polinomios: el cociente de la divisién da la ecuacion de la recta asintota (el resto no
influye, ya que tiende a cero).

Dividimos ax? + bx + 2 entre x — 1:

ax’* +bx+2=(x—-Dax+@+b)+(a+b+2).
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Por tanto:
a+b+2

f(x)=ax+(a+b)+
x—1

Como el tltimo término tiende a 0 cuando x — o0, la asintota oblicua es:

y=ax+ (a+D).

Condicién de la pendiente: la pendiente de la asintota es el coeficiente de x, es decir, a. Igualamos a la

pendiente dada:
a=2.

Condicién del punto (1, 1): sustituimos x = 1 en la ecuacién de la asintota y la igualamos a 1:

al)+(a+b)=1 = 2+2+b=1 = b=1—-4=-3.

Los valores pedidos sona =2y b = —3.

EJERCICIO 2 (2,5 puntos)

Considera la funcién continua f : R — R definida por

(3x —6)e* six <0
f) = 36(sen(x) —ax) .
——— six>0
3
a) [1,5 puntos] Calcula a.
b) [1 punto] Halla la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = —1.
Apartado a)
Idea clave

Como f es continua, el limite de la rama derecha cuando x — 0% debe coincidir con f(0) (que se
calcula con la rama izquierda, ya que el enunciado incluye x = 0 en esa pieza).

Calculamos f(0) con la primera rama:
£(0) = (3(0) - 6)e® = —6.

Llamamos N(x) = 36(sen(x) — ax) y D(x) = x°. Sustituyendo x = 0: N(0) = 36(0 — 0) = 0, D(0) = 0:

indeterminacion o para cualquier valor de a. Aplicamos L’Hépital:
N’'(x) = 36( cos(x) — a), D’(x) = 3x°.

Evaluamos en x = 0: N’(0) = 36(1 — a), D’(0) = 0.
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Idea clave

Como el denominador de las derivadas vuelve a anularse, para que el limite sea finito el numerador
también debe anularse en x = 0.

Imponemos N’(0)=0:1—a=0 = a=1.

Con a = 1, comprobamos que persiste % (N’(0) = D’(0) = 0): aplicamos L’'Hopital una segunda vez:

N”(x) = =36 sen(x), D”(x) = 6x.

Evaluamos en x = 0: N”(0) = 0, D”(0) = 0. Persiste %: aplicamos L’Hopital una tercera vez:

N"(x) = =36 cos(x), D”(x) =6.

Evaluamos en x = 0: N””(0) = —36, D”’(0) = 6 # 0. Ya podemos calcular el limite:

—-36
lim f(x) = — = —6.
x—0F f( ) 6

Este limite coincide exactamente con f(0) = —6: la continuidad se cumple con a = 1.
El valor pedido es a = 1.

Apartado b)

Como —1 < 0, usamos la primera rama: f(x) = (3x — 6)e*.

Calculamos f(—1):

F(=1) = (3(=1) —6)e™! = —9¢ = _Z'

Derivamos con la regla del producto:

f'(x) =3¢+ (B3x —6)eX =e*(3+3x—6) =3(x—1)e*.

Calculamos f”(-1):
f,(_l) = 3(_1 — l)e_l = —6e_1 — _9
e

La recta tangente pasa por (—1, —2> con pendiente —9:
e e

6 6 9 6 15
y+-=—(x+1) = y=—"x—-—-——-=-=——x——
e e e e e
. 6 15
La recta tangente pedidaes y = ——x — —.
e e

EJERCICIO 3 (2,5 puntos)

Considera la funcién f : R — R definida por f(x) = 4x> — x*.

a) [1 punto] Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f.
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b) [1,5 puntos] Esboza la grafica de f y calcula el area del recinto limitado por dicha grafica y el eje de
abscisas.

Apartado a)

Derivamos:
F(x) = 12x% — 4x3 = 4x%(3 - x).

Igualamos a cero: 4x> = 0 = x = 0 (raiz doble); 3 —x =0 = x = 3.

Idea clave

El factor 4x? es siempre > 0 (nunca negativo), y solo se anula en x = 0. Por tanto, el signo de f’(x)
depende exclusivamente del signo de (3 — x), salvo en el propio punto x = 0, donde f” vale cero
pero no cambia de signo a su alrededor (ya que 4x? > 0 no introduce ningin cambio de signo).

Para x < 3 (incluyendo x < 0y 0 < x < 3): 3 —x > 0, luego f’(x) > 0 (con igualdad solo en x = 0):
creciente.

Para x > 3: 3 — x < 0, luego f’(x) < 0: decreciente.

f es creciente en (—o0,3) y decreciente en (3, +0). El punto x = 0 es un punto de tangente horizontal,
pero no un extremo relativo (la funcion sigue creciendo a ambos lados). El Gnico extremo es un maximo
en x = 3, con valor f(3) = 4(27) — 81 = 108 — 81 = 27.

Apartado b)

Buscamos los puntos de corte con el eje de abscisas:

4x3 —x*=0 = x3(4-x)=0 = x =0 (triple) o x = 4.
Estudiamos el signo de f en los tramos que determinan estas raices: en x = —1, f(-1) = —4—1= -5 < 0;
enx=1,f(1)=4—1=3>0;enx = 5, £(5) = 500 — 625 = —125 < 0.

Idea clave

Solo en el tramo [0, 4] la funcidn es no negativa (formando un recinto acotado con el eje); fuera de
ese tramo, f < 0y se extiende sin limite, por lo que no forma un recinto acotado.
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Gréfica de f(x) Z4x3 2k

(0,0)

> _10 - (4,0)
_20 -
_30 -

—40 § — fx)=4x3—x*
Recinto

-1 0 1 2 3 4

Calculamos el area integrando en [0,4] (donde f > 0):

=22 et a®

1024) 1280 1024 _ 256
5 5 5

4 ST
Area = J (4x3 — xH)dx = [x4 - —] = (256 -—
0 5 0 5

El area del recinto es ? u? =512 v
EJERCICIO 4 (2,5 puntos)

Considera la funcién F : [0, +c0) — R definida por

F(x) = J:C (2t +t) dt.

Halla la ecuacién de la recta tangente a la grafica de F en el punto de abscisa x = 1.

Idea clave

Por el Teorema Fundamental del Célculo, F’(x) es directamente el integrando evaluado en x: no
hace falta calcular primero F(x) explicitamente para obtener la pendiente de la tangente, aunque
si queremos el valor F(1) (necesario para el punto de tangencia) si debemos integrar.

Por el Teorema Fundamental del Calculo:

F'(x) = 2x + /x.
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Calculamos F(1) integrando explicitamente:

x ) . )
F(x) = J 2t +dt = [tz + —t3/2] = x2 4+ 243/2,
0 3 0 3
2 _5
F(1)=1+4+-= =,
W 3 3

Calculamos la pendiente:
FF()=21)+J1=2+1=3.

La recta tangente pasa por <1, g) con pendiente 3:

5 5 4
—=—=3x—-1) = y=3x—-3+-=3x——.
Y3 (x—1) y 3 3

La recta tangente pedida es y = 3x — g

BLOQUE B

EJERCICIO 5 (2,5 puntos)

Considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

mx+2y—z=1
S5x—4y+2z=0

2
x+3my:m+g

a) [1,5 puntos] Discute el sistema segun los valores de m.

b) [1 punto] Resuelve el sistema para m = 0. ;Hay alguna solucién en la que x = 0? En caso afirmativo,
calcilala. En caso negativo, justifica la respuesta.

SOLUCION

Apartado a)
La matriz de coeficientes es:
m 2 -1
A=|5 -4 2
1 3m O
Calculamos |A| desarrollando por la tercera fila:
2 -1 —
Al =1 —3m + 0.
—4 2 5 2
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Calculamos cada menor:

2 -1 m -1
=4-4=0, =2m+5.
-4 2 5 2
Sustituyendo:
|A| = 1(0) — 3m(2m + 5) = —6m? — 15m = —3m(2m + 5).
5
Igualamos a cero:m =0om = —3

Sim#0ym= —g: |A| # 0, el sistema es compatible determinado (SCD).

0 2
Caso m = 0: comprobamos que rg(A) = 2 (hay menores 2 x 2 no nulos, por ejemplo 5 4‘ =—-10 # 0)

y, verificando la matriz ampliada, rg(A’) = 2 también. Como rg(A) = rg(A’) = 2 < 3: compatible
indeterminado (SCI).

Casom = —g: comprobamos que rg(A) = 2, pero la matriz ampliada tiene rg(A’) = 3: incompatible (SI).

Valor de m Tipo de sistema

m=0, m# —% Compatible determinado (SCD)

m=0 Compatible indeterminado (SCI)

m= —% Incompatible (SI)

Apartado b)

Para m = 0 (compatible indeterminado), el sistema queda:

2y—z=1
5x—4y+2z=0
2
x ==
5

Idea clave

., . 2
La tercera ecuacion, con m = 0, se reduce directamente a x =

5 (ya que el término 3my se anula):

esto fija x de forma unica, sin depender de ningin parametro.

., 2 . . ,
De la tercera ecuacion: x = 5> un valor fijo (no depende de ningin parametro).
. . ., 1+¢
Tomamos z = t como parametro. De la primera ecuacién: y = >

Idea clave

5 @ 2 . . q 2
Como x esta fijado en = para todas las soluciones del sistema (no varia con el parametro t), es
imposible que exista una solucién con x = 0: x nunca puede tomar ese valor.
2 1+t

La solucién general es (x, y,z) = <§, — t), cont € R.
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. . . . . 2
No existe ninguna solucion con x = 0, ya que en todas las soluciones del sistema x = - de forma

constante (no depende del parametro t).

EJERCICIO 6 (2,5 puntos)

En una empresa se fabrican tres tipos de productos plasticos: botellas, garrafas y bidones. Se utiliza co-

mo materia prima 10 kg de polietileno cada hora. Se sabe que para fabricar cada botella se necesitan 50
gramos, para cada garrafa 100 gramos y 1 kg para cada bidon.

El gerente también nos dice que se debe producir el doble de botellas que de garrafas. Por tltimo, se sabe
que por motivos de capacidad de trabajo, en las maquinas se producen en total 52 productos cada hora.

;Cuantas botellas, garrafas y bidones se producen cada hora?

Llamamos B, G, D al nimero de botellas, garrafas y bidones producidos cada hora.

Idea clave

Convertimos todo a las mismas unidades (gramos) antes de plantear la ecuaciéon de materia prima:
10 kg = 10000 g, y 1 kg por bidén = 1000 g.

50B + 100G + 1000D = 10 000, B =2G, B+ G+ D =52.

Sustituimos B = 2G en las otras dos ecuaciones.

En la primera (dividiendo antes entre 50 para simplificar):

B+2G+20D =200 = 2G +2G + 20D =200 = 4G +20D =200 = G +5D = 50. (1)

En la tercera:
26+G+D=52 = 3G+D=52 = D=52-3G. (2)

Sustituimos (2) en (1):

G+5(52-3G) =50 = G+260—15G =50 = —14G = -210 = G = 15.

Entonces:
D=52-3(15)=52—-45=17, B = 2(15) = 30.

Comprobacion: 50(30) + 100(15) + 1000(7) = 1500 + 1500 + 7000 = 10 000 (correcto); 30 + 15 + 7 = 52
(correcto); 30 = 2(15) (correcto).

Se producen 30 botellas, 15 garrafas y 7 bidones cada hora.

EJERCICIO 7 (2,5 puntos)

Considera las rectas
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x
2x —3y+z—-2=0
r= s=qy=-1+41
—3x+2y+2z+1=0
z

a) [1,5 puntos] Calcula el plano perpendicular a la recta s que pasa por el punto P(1,0,—5).

b) [1 punto] Calcula el seno del angulo que forma la recta r con el plano 7 = —2x + y + 2z = 0.

Apartado a)

La recta s tiene direcciéon d; = (-2, 1, 2).

Idea clave

Un plano perpendicular a una recta tiene como vector normal precisamente la direcciéon de esa
recta.

El plano pedido tiene normal c_l; =(-2,1,2) y pasa por P(1,0,-5):

—2(x-1)+1(y—0)+2(z+5)=0.

Desarrollamos:

—2x+2+y+2z2+10=0 = —-2x+y+2z+12=0.
El plano pedido es —2x + y+ 2z + 12 = 0.
Apartado b)

La recta r viene dada como interseccion de dos planos, con normales n; = (2,-3,1) y 3 = (=3,2,2). Su
direccién es:

7k
do=mxm=|2 -3 1/=((-3)2)-1(2), —[2(2) - 1(=3)], 22) = (-3)(-3)) = (=8,~7,-5).
-3 2 2
Idea clave
El angulo entre una recta y un plano se calcula con el seno (no el coseno), usando el vector director
d. - n,
de la recta y el normal del plano: sen(a) = %
ey | Iz |

El plano 7 tiene normal n; = (-2, 1, 2). Calculamos:

d -1, = (=8)(=2) + (=7)(1) + (=5)(2) = 16 — 7 — 10 = —1.

ld] =64 +49+25 =138, [ l=va+1+4=3.
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| -1 1 J138
sen(a) = = = .
V138-3 34138 414
El seno del angulo pedido es 11?;8 =~ 0,0284.

EJERCICIO 8 (2,5 puntos)

+4 —
d er 3.7 5 =z 3 3 y la recta s, que pasa por los puntos P(1,0,2) y Q(a, 1,0), se cortan

en un punto. Calcula el valor de a y el punto de corte.

La recta r pasa por Py = (—3, —4,3) con direccioén a_f; =(2,2,3).

Larectar =

—

La recta s pasa por P(1,0,2) con direccién a_l; =PQ=Q—-P=(a—1,1,-2).

Idea clave

Aqui la direccién de s depende del parametro a (a través del punto Q), asi que al igualar las para-
metrizaciones de r y s obtenemos un sistema de 3 ecuaciones con 3 incognitas: los dos parametros
de las rectas y el propio a.

Parametrizamos ambas rectas:

r: (=342t —4+2t, 3+3t), s: (1 +ula—1), u, 2-2u).

Igualamos coordenada a coordenada:

=3+2t=1+ula—1)
—4+2t=u
34+3t=2-2u

De la segunda ecuacion: u = 2t — 4. Sustituimos en la tercera:

343t=2-22t—4) = 3+3t=2—-4+8 = 3+3t=10—4 = 7t=7 = t=1.
Entonces u = 2(1) — 4 = —2.
Sustituimos en la primera ecuacién para hallar a:

-34+21)=14(-2)a—-1) = -1=1-2a+2 = —-1=3-2a = 2a=4 = a=2.

Idea clave

Con t y a ya determinados, el punto de corte se obtiene sustituyendo ¢t = 1 en la parametrizacion
de r (y debe coincidir al sustituir u = —2 en la de s, lo que sirve como comprobacion).
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Calculamos el punto de corte cont =1enr:

(x,,2) = (=3+2(1), —4+2(1), 3+3(1)) = (-1,-2,6).
Comprobacién con s (@ = 2, u = —2): c}; =(1,1,-2); punto = (1+(-2)(1), =2, 2—2(-2)) = (1—-2,-2,2+
4) = (—1,-2, 6) (correcto), coincide.

El valor pedido es a = 2, y el punto de corte es (—1,—-2,6).

11



