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Prueba de Acceso a la Universidad
Comunidad de Madrid -- Extraordinaria 2021
Matematicas Il

Baremo e instrucciones

Después de leer atentamente el examen, responda razonadamente cuatro preguntas cualesquiera a

elegir entre las ocho que se proponen.
Tiempo y calificaciéon: 90 minutos. Cada pregunta se calificara sobre 2.5 puntos.

Idea clave

Mismo formato que los exdmenes anteriores de esta serie: resolvemos las ocho preguntas (A.1-A.4
y B.1-B.4).

PREGUNTA A.l: Sistemas de ecuaciones: seguidores en redes sociales (2.5 pun-

tos)

Tres amigas, Sara, Cristina y Jimena, tienen un total de 15000 seguidores en una red social. Si Jimena per-

diera el 25 % de sus seguidores todavia tendria el triple de seguidores que Sara. Ademas, la mitad de los
seguidores de Sara més la quinta parte de los de Cristina suponen la cuarta parte de los seguidores de
Jimena. Calcule cuantos seguidores tiene cada una de las tres amigas.

Llamamos x, y, z al nimero de seguidores de Sara, Cristina y Jimena, respectivamente.
Primera condicién. “Un total de 15000 seguidores”:

x +y + z = 15000.

Segunda condicién. “Si Jimena perdiera el 25 % todavia tendria el triple que Sara”: le queda el 75 % de z,
que debe ser el triple de x:
0.75z = 3x.

Tercera condicién. “La mitad de Sara mas la quinta parte de Cristina son la cuarta parte de Jimena”:
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El sistema es
x+y+z=15000

0.75z = 3x
x, Y_z
2 5 4

De la segunda ecuacién: z = 4x.
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Idea clave

Con z = 4x, la tercera y la primera ecuacién quedan ambas en funcion de solo x e y: sustituimos y
resolvemos ese sistema reducido de dos ecuaciones.

Sustituyendo en la primera: x + y + 4x = 15000 = y = 15000 — 5x.

Sustituyendo z = 4x en la tercera: a y _ & =x= Y —x—2=Z2 =y= S_x
2 5 4 5 2 2 2
Igualando las dos expresiones de y:
15000 — 5x = S?X == 15000=5x+5?x = ISTx = x = 2000.
5(2000
Con x = 2000: y = ( > ) = 5000; z = 4(2000) = 8000.
. 2000 5000
Comprobacion: 2000+5000-+8000 = 15000 K; 0.75(8000) = 6000 = 3(2000) X, T+T = 1000+1000 =
2000 = @ KX.

Sara tiene 2000 seguidores, Cristina 5000 y Jimena 8000.

PREGUNTA A.2: Analisis: limites e integrales (2.5 puntos)

2
x(1—2x
a.1 (0.5 puntos) lim %
X—

0x—2x°—senx

1 2 T . .
a.2 (0.75 puntos) lim - (E - n ) (indicacion: use el cambio de variable ¢t = 1/x donde sea necesa-
XX\ X  sen -
X

rio).

X

dx.

b.1 (0.5 puntos) J >
X

1
b.2 (0.75 puntos) J x2e ¥ dx.
0

Apartado a.1)
El numerador y el denominador tienden a 0 cuando x — 0 (indeterminaciéon %) Aplicamos L’'Hopital:

Idea clave

. L s . . . .., 0 .
Tras la primera aplicacion de L'Hopital seguimos teniendo una indeterminacién — (el denominador

vuelve a anularse en x = 0), asi que hay que aplicar la regla una segunda vez.

, x*—-2x3 rUH 2x —6x%2 L'H,  2-—12x 2 1
lim ———=2= =T lim —=—— 2= "2 ljm ———2 = & —
x—0 x — 2x% — sen x x—01—4x — cosx x—0 —4+senx —4 2

El limite vale —%.
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Apartado a.2)

Hacemos el cambio t = 1/x: cuando x — oo, t — 0".La expresion se convierte en

) . 3t’sent — 2t
= 111’1’1 _—

lim ¢ (3t —
t—0% sent

t—0% sent

Idea clave

Cont — 0, tanto el numerador como el denominador tienden a 0: de nuevo L'Hopital.

L'H _, 6t sent + 3t% cost — 2 0+0—-2
= lim = =

t—0t cost 1

-2

El limite vale —2.
Apartado b.1)
Idea clave

El numerador es (salvo una constante) la derivada del denominador: di(x2 — 1) = 2x. Esto sugiere
x

directamente una primitiva logaritmica.

J ad dx=lJ 2x dx=lln|x2—1|+C.
2 1 2

Apartado b.2)

Integramos por partes dos veces. Primero, u = x2, dv = e *dx, de donde du = 2xdx, v = —*:

J x2e X dx = —x%e ¥ +2 J xe * dx.

Para f xe *dx, otra vez por partes con u = x, dv = e *dx,du =dx,v=—e *:

Jxe_x dx = —xe * + J e ¥dx = —xe ¥ —e .

Juntando:
sze_x dx = —x%e ™ + 2(—xe X —e ™) = —(x? + 2x + 2)e X + C.

Aplicamos la regla de Barrow:

1
1
J x?e X dx = [— (x? +2x + Z)e_x]o =51 —(-2)=2— E
0 €

El valor de la integral es 2 — E
e

PREGUNTA A.3: Geometria del espacio (2.5 puntos)
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Dado el punto A(1,0,—1),larectar=x—-1=y+1= %yelplan0ﬂ5x+y—z=6, se pide:

a (0.75 puntos) Hallar el &ngulo que forman el plano 7 y el plano perpendicular a la recta r que pasa por
el punto A.

b (0.75 puntos) Determinar la distancia entre la recta r y el plano .

¢ (1 punto) Calcular una ecuacién de la recta que pasa por A, forma un dngulo recto con la recta r y no
corta al plano 7.

La recta r tiene direccién c?r = (1,1,2) y pasa por P,(1,—1,2). El plano r tiene normal n; = (1,1, —1).

Apartado a)

Idea clave

El plano « perpendicular a r que pasa por A tiene, como vector normal, precisamente la direccion
der:n, =d, =(1,1,2).

El angulo entre 7 y « se calcula con el coseno del angulo entre sus normales:

|ﬁn'r_{a| _|1+1_2|_ 0

- - - === O
Il V3-J6 18

cos(m, o) =

Como el coseno es 0, los planos 7 y a son perpendiculares (angulo de 90°).

Apartado b)

Idea clave

Antes de hablar de “la” distancia entre una recta y un plano, hay que comprobar que son paralelos
(si se cortaran, la distancia seria 0).

-

d -y =1+1-2=0.

Como el producto escalar es 0, r es paralela a 7 (puede comprobarse que P, & r, asi que no esta contenida).
La distancia de r a 7 es la distancia de cualquier punto de r al plano:

1-1-2-6 8§ _8V3

d(r,m) = 7 =53

. . 8v3
La distancia entre r y 7 es ;—f

Apartado c)

- -
Buscamos una recta s por A perpendicular a r (direccion d; L d,) que no corte a 7, es decir, que sea
S
paralela a 7 (d; L 1, también).
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Idea clave

S
Necesitamos una direccién perpendicular simultineamente a d, y a 7,: el producto vectorial de
ambos.

dy=d, x7, = (1,1,2)x (1,1,-1) = (1(=1) - 2(1), 2(1) — 1(=1), 1(1) = 1(1)) = (~3,3,0).
Simplificando (dividiendo por —3): a_f; =(1,-1,0).

Comprobamos que A(1,0,—1) no pertenece a 7: 1 + 0 — (—1) = 2 # 6, asi que la recta (paralela a 7, por
A ¢ 1) efectivamente no corta al plano.

z+1

Larectabuscadaess=x—1=—-y = ,esdecir, (x,y,2) =(1+ 4, -4, —-1),A € R.

PREGUNTA A.4: Probabilidad: extracciones sin reemplazamiento parcial (2.5

puntos)

En una urna hay dos bolas blancas y cuatro bolas negras. Se extrae una bola al azar. Si la bola extraida

es blanca, se devuelve a la urna y se afiade otra bola blanca; si es negra, no se devuelve a la urna. A
continuacion, se vuelve a extraer una bola al azar de la urna.

a (1 punto) ;Cual es la probabilidad de que las dos bolas extraidas sean de distinto color?

b (1.5 puntos) ;Cual es la probabilidad de que la primera bola extraida fuera negra, sabiendo que la
segunda ha sido blanca?

Denotamos Bj, N; (color de la primera extraccion) y By, N5 (color de la segunda). Inicialmente hay 2

blancas y 4 negras (6 en total).

Idea clave

La composicion de la urna en la segunda extraccion depende de lo que ocurrié en la primera: si
sali6 blanca, la urna pasa a tener 3 blancas y 4 negras (7 bolas); si sali6 negra, pasa a tener 2 blancas
y 3 negras (5 bolas, ya que la negra no se devuelve).

2 1 4 2
P(B))=-= -, P(N,) === =.
(B1) 53 (N7) =<3
P(Ny | By) = % (urna: 3B,4N),  P(B;|N)) = % (urna: 2B, 3N).
Apartado a)
“Distinto color” significa B; N Ny o Nj N By:
1 4 4
(B1 N Np) (1)(2|1)3721
P(Ny N By) = P(N)P(By | Ny = 2. 2= 2
3 5 15
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. , 4 2 2
Sumando (denominador comun 105): — = —0, 4_ 28,
21 105 15 105

P(distinto color) = 20 + 28 _ 48 _ 16 0.457.
105 105 105 35

La probabilidad pedida es ;—2 =~ 0.457.

Apartado b)

Buscamos P(N; | By). Necesitamos primero P(B,) por el teorema de la probabilidad total:

P(B, | B;) = % (urna: 3B, 4N tras devolver blanca y anadir otra).

P(By) = P(By | BP(BY) + P(By | NP(N) = 22+ 2.2 = 24
Con denominador comun 105: % = % % = 12—01:
15+ 28 43
PB) = =55 = 105"
Por la regla de Bayes:
P(N, | B,) = PNinBy) _ 4715 _ 4 105 _28 )

P(B,)  43/105 15 43 43

La probabilidad pedida es % =~ 0.651.

PREGUNTA B.1: Sistemas de ecuaciones: construccion de ejemplos (2.5 puntos)

a (0.75 puntos) Encuentre un tnico sistema de dos ecuaciones lineales en las variables x e y, que tenga

como soluciones {x =1,y =2}y {x =0,y = 0}.

b (1 punto) Encuentre un sistema de dos ecuaciones lineales en las variables x, y y z cuyas soluciones
sean, en funcion del parametro A € R: (x,y,z) = (4, A —2, A —1).

¢ (0.75 puntos) Encuentre un sistema de tres ecuaciones lineales con dos incégnitas, x e y, que solo tenga

como solucibnax =1ey = 2.

Apartado a)

Idea clave

Como los dos puntos dados, (1,2) y (0,0), estin ambos sobre la recta y = 2x, cualquier sistema
de dos ecuaciones que describa esa misma recta (de forma redundante) tendra infinitas soluciones,

incluyendo estas dos.
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Un sistema valido es:
2x—y=0
4x — 2y =0.

Ambas ecuaciones describen la recta y = 2x: se comprueba que (1, 2) la verifica (2(1) = 2 K) y (0,0)
también (2(0) = 0 X).

Apartado b)

Idea clave

Eliminamos el parametro A despejandolo de una ecuacion y sustituyéndolo en las otras dos, para
obtener relaciones directas entre x, y y z.

Como x = A: sustituyendoeny =A1—-2yenz=1-1:

y=x—-2 = x—-y=2, z=x—-1= x—-z=1

Un sistema valido es:

Apartado c)

Idea clave

Con dos ecuaciones independientes ya alcanzamos una solucién tinica; la tercera ecuaciéon debe ser
compatible con esa misma solucién (puede ser, por ejemplo, redundante respecto a una de las otras

dos).

Un sistema valido es:
2x—y=0
x+y=3
2x + 2y = 6.
La segunda y la tercera ecuacion son equivalentes (la tercera es el doble de la segunda), asi que en realidad

el sistema equivale a las dos primeras: de 2x = y y x + y = 3, sustituyendo, x + 2x =3 = x =1,y = 2,
la inica solucion.

PREGUNTA B.2: Analisis: valor absoluto, extremos y area (2.5 puntos)

Sea la funcién f(x) = x* — |x| + 2.
a (0.75 puntos) Estudie la continuidad y la derivabilidad de f en x = 0.
b (1 punto) Determine los extremos relativos de f(x) en la recta real.

¢ (0.75 puntos) Calcule el area de la regiéon delimitada por la grafica de f, el eje de abscisas y = 0, y las
rectasx=—-1yx=1.
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fix)=x3—|x|+2yédreaen[-1,1]

max rel. (0, 2)

1A min rel. (%,2—@)
0
_1 -
-1.0 -0.5 0.0 05 1.0
. .3 o . ;s 1 243
Figura 1: f(x) = x° — |x| + 2: maximo relativo en (0, 2) y minimo en NeL 2-=7)

Escribimos f explicitamente por trozos:

C+x+2 six<0
f@=1",

x> —x+2 six>0.

Apartado a)
f es continua en todo R, por ser suma de funciones continuas (x*, —|x|, constante) en todo punto.

Estudiamos las derivadas laterales en 0:

— f(0 3 _
lim M = lim =% = lim (x> =1)=-1.
x—0" X x—0t X x—0F
— f(0 3
lim M: lim X% _ lim (x> +1) =1.
x—0~ X x—07" X x—0"

Como las derivadas laterales no coinciden (-1 # 1), f no es derivable en x = 0.

Apartado b)

Idea clave

Como f tiene un “pico” (no derivable) en x = 0, ese punto es un candidato natural a extremo
relativo, aunque no se pueda detectar con f’(0) = 0: hay que compararlo directamente con los
valores cercanos.

En x = 0: para x < 0, f(x) — f(0) = x> + x = x(x? + 1) < 0 (yaque x < 0y x% + 1 > 0). Para x € (0, 1),
f(x) - f(0) = B-x=x(x—1(x+1)<0 (producto de un positivo, un negativo y un positivo). Por
tanto, f(x) < f(0) a ambos lados cerca de 0:

f alcanza un maximo relativo en (0, 2).



Entiende Mates Selectividad -- Comunidad de Madrid -- Extraordinaria 2021

Para x < 0: f’(x) = 3x? + 1 > 0 siempre, asi que f es creciente en (—c0,0) y no hay mas extremos ahi.

1 , .
Parax > 0: f'(x) =3x*—1=0=x = \? (la raiz negativa no cuenta, pues estamos en x > 0).
3

"(x) = 6x ”i:i: )
£7() = 6x, f(ﬁ) £ =250

P . 1
f alcanza un minimo relativo en x = —, con valor

Apartado c)

Idea clave

Antes de integrar, factorizamos cada trozo para comprobar su signo en [—1,0] y [0, 1], y asi saber
si el area es directamente la integral (sin valor absoluto) o si hay que dividir en méas partes.

Para x € [-1,0]: f(x) = x> + x + 2 = (x + 1)(x? — x + 2). Como x? — x + 2 > 0 siempre (discriminante
negativo) y x + 1 > 0 en [—1, 0], se tiene f(x) > 0 en este tramo.

1):2_2\5

Para x € [0, 1]: comparando con el minimo hallado en b), f(x) > f (T 5 > 0 (ya que
3
243 = 3.46 < 9).

Como f(x) > 0 en todo [—1, 1], el 4rea es directamente la integral:

0 1
AreazJ' (x3+x+2)dx+J (x3 — x + 2)dx.
-1 0

0 xt %2
J C+x+2)dx=|"=—+=—+2x
= 4 2 _

' K i b1 7
J(x3—x+2)dx= — - = +2x =<———+2>—O=—.
0 4 2 o \4 4

Area =

El area de la region es 3.

PREGUNTA B.3: Geometria del espacio: perpendicular comun (2.5 puntos)

-2 +1 +4 Xx+z=2
Dadas las rectas r = = -2 2T =
1 =3 —2x+y-—-2z=1,

a (1.5 puntos) Escriba una ecuacion de la recta perpendicular cominary as.

b (1 punto) Calcule la distancia entre r y s.
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La recta r pasa por P(2,—1,—4) con direccién u = (1, 1, —3).

Parametrizamos s (fomandoz = t):dex+z =2 = x = 2—t;de —2x+y—2z=1=y = 1+2(2—t)+2t =5
(constante). Asi, s pasa por Q(2,5,0) (con t = 0) con direcciéon v = (—1,0, 1).

Apartado a)

Idea clave

La perpendicular comun a dos rectas que se cruzan tiene, como direccion, el producto vectorial de
las direcciones de ambas: es perpendicular a las dos a la vez.

w=1uxv=(1,1,-3)x(-1,0,1) = (1(1) — (-3)(0), (-3)(-1) — 1(1), 1(0) — 1(-1)) = (1,2,1).

Idea clave

La perpendicular comin se obtiene como interseccion de dos planos: el plano 7 que contiene a r y
a la direcciéon w, y el plano 7 que contiene a s y a la direccién w.

El plano 7 pasa por P(2,—1,—4) con direcciones u y w:

x—2 y+1 z+4
1 1 -3|=0 = 7x—4y+z—-14=0.
1 2 1

B
1l

El plano 7 pasa por Q(2, 5, 0) con direcciones v y w. Usando el punto Q(1, 5, 1) de s (con t = 1, igualmente
valido):

x—1 y—-5 z-1
-1 0 1 |[=0 = -2x+2y—-2z2—-6=0 = x—y+2z+3=0.
1 2 1

«
1l

. , 7x—4y+2z—14=0
La recta perpendicular comin es
x—y+z+3=0.

Apartado b)

Idea clave

La distancia entre dos rectas que se cruzan es el médulo de la proyeccion del vector que une un
. .7 . a -
punto de cada una sobre la direccion de la perpendicular comin, w.

Con P(2,-1,-4), O(1,5,1): PO = (1,6, 5).

o) - PO % _ [+ 6@ 45| _ |-1+12+5] 16 _16V6 86 _ .,
’ [wl Ji+a+1 V6 J6 6 3
86

La distancia entre r y s es = = 6.53.

10
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PREGUNTA B.4: Probabilidad: binomial y aproximacién normal (2.5 puntos)

Segun las estadisticas meteoroldgicas, en una ciudad nérdica llueve un promedio del 45 % de los dias. Un

climatélogo analiza los registros pluviométricos de 100 dias elegidos al azar entre los de los tltimos 50

anos.

a (1 punto) Exprese como calcular con exactitud la probabilidad de que en 40 de ellos haya llovido.

b (1.5 puntos) Calcule dicha probabilidad aproximandola mediante una normal.

Apartado a)

Sea X el nimero de dias (de los 100) en los que ha llovido. Como cada dia llueve con probabilidad p = 0.45,
independientemente, X ~ B(100, 0.45).

La probabilidad exacta es:
100

P(X = 40) = (40

)(0.45)40(0.55)60.

Apartado b)

Aproximamos por una normal:

g =np=1000045) =45, o =|np(1 — p) = /100(0.45)(0.55) = v/24.75 ~ 4.97.

Idea clave

Al aproximar una probabilidad puntual P(X = 40) (variable discreta) por una normal (continua),
aplicamos la correccion por continuidad, sustituyendo el punto 40 por el intervalo [39.5, 40.5].

P(X =40) = P(39.5 < X’ <40.5) = P(% <Z< %) = P(-1.11 £ Z < -0.90).

Usando la simetria de la normal: P(Z < —0.90) = 1—P(Z < 0.90) = 1—0.8159 = 0.1841; P(Z < —1.11) =
1-P(Z <1.11) = 1 — 0.8665 = 0.1335.

P(—1.11 £ Z < -0.90) = 0.1841 — 0.1335 = 0.0506.

La probabilidad aproximada es 0.0506.

11



