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Prueba de Acceso a la Universidad
Catalunya -- Ordinaria 2024
Matematicas Il
Serie 1

Baremo e instrucciones

Responda a CUATRO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique siempre qué
quiere hacer y por qué.

Cada cuestion vale 2,5 puntos.

Puede utilizar calculadora, pero no se permite el uso de calculadoras u otros aparatos que puedan
almacenar datos o que puedan transmitir o recibir informacién.

Puede utilizar las paginas en blanco del final del cuaderno para hacer esquemas, borradores, etc.,
o para acabar de responder alguna cuestioén si necesita mas espacio. En este dltimo caso, debe

indicarlo claramente al final de la pagina de la cuestioén correspondiente.
N J

Idea clave

Este examen (Catalunya, 2024, Serie 1) tiene un formato distinto al resto de examenes de esta comu-
nidad ya trabajados: aqui se responden 4 de las 6 cuestiones propuestas, no 4 ejercicios obligatorios
mas una opciéon A/B. Aqui resolvemos las 6 cuestiones completas, como recurso de repaso integro.

PREGUNTA 1: Funcién logaritmica: extremos, asintotas y recta tangente (2,5

puntos)

Considere la funcién f(x) = zln_x’ definida para x > 0.
x

a (1 punto) Estudie sus maximos y minimos, y las zonas de crecimiento y de decrecimiento.
b (1 punto) ;Esta funcion tiene asintotas? Haga un esbozo de su grafica.

¢ (0,5 puntos) Calcule la ecuacion de la recta tangente a la grafica de y = f(x) en el punto de abscisa
x =1

Apartado a)

Idea clave

Con un cociente de funciones, la regla del cociente es el camino directo para la derivada; conviene
simplificar el resultado antes de estudiar su signo.
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Derivamos con la regla del cociente (u = 2Inx, v = x, u’ = 2/x):

z-x—21nx-1
=X _2-2nx _
2
X

2(1 —Inx)
— = .

2

X X

Como x? > 0 siempre (dominio x > 0), el signo de f’(x) depende solo de 1 — In x.
Igualandoacero:1—-Inx=0=Inx=1=x=e.
Parax <e:Inx<1=1-Inx> 0= f’(x) > 0 (f creciente).

Parax >e:Inx>1=1—-Inx < 0= f'(x) <0 (f decreciente).

’f es creciente en (0, ) y decreciente en (e, +). ‘

. . ‘o . Ine 2
Como pasa de creciente a decreciente, hay un maximo relativo en x = e, con valor f(e) = 2— = =.No
e e

hay ningin minimo relativo (el dominio es (0, +o0) y f solo cambia de sentido una vez).

, . 2 . , . .
Maéximo en (e, — ), sin minimos relativos.
e

Apartado b)

Idea clave

Para las asintotas de una funcién definida en (0, +o0), hay que mirar el comportamiento en los dos
extremos del dominio: cuando x — 0% (el tinico punto “conflictivo”, ya que ahi termina el dominio)
y cuando x — +oo0.

Cuando x — 07: Inx — —oo, y al dividir entre x — 0% (positivo y pequefio), f(x) — —oo. Hay asintota
vertical en x = 0.

. , |
Cuando x — +4o0: In x crece mucho mas lentamente que x, asi que 2X o, y por tanto f(x) — 0. Hay

asintota horizontal y = 0 (no hace falta buscar asintota oblicua, ya que existe horizontal).
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x =0 (asintota vertical)

(e, 2) y =0 (asintota horizontal)

/a ~

. In , . , . , .
Figura 1: Esbozo de f(x) = 22X . asintota vertical en x = 0, maximo en (e, %) y asintota horizontal
x
y=0.

Apartado c)

Enle:f(l)zzlnTl:2-%:0,yf’(1):@zz(l—o)zz.

La recta tangente es:

y=0-2t-n—[y=22]

PREGUNTA 2: Sistema de ecuaciones lineales con parametro (2,5 puntos)

Considere el siguiente sistema de ecuaciones:

dx+2y—z=4
x—y+kz=3 ¢,
3x+3y=1

donde k es un parametro real.
a (1 punto) Discuta el sistema para los diferentes valores del parametro k, y resuélvalo para k = 0.

b (0,75 puntos) Resuelva el sistema para k = —1.

c (0,75 puntos) Para k = —1, modifique la tercera ecuacién de manera que el sistema se vuelva incom-
patible. Justifique la respuesta.

Apartado a)
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La matriz de coeficientes es

4 2 -1
M={1 -1 &k
3 3 0

Desarrollamos el determinante por la tercera fila:

2 -1 4 -1
M| =3 -3 + 0.
IM] -1 k 1 k
Calculamos los determinantes 2 x 2:
2 -1 4 -1
=2k—-1, =4k + 1.
-1 k
Sustituyendo:
IM| = 3(2k — 1) —3(4k + 1) = 6k — 3 — 12k — 3 = —6k — 6 = —6(k + 1).
El determinante se anula Gnicamente en k = —1.
Idea clave

Al tratarse de un sistema cuadrado, el determinante resuelve directamente todos los casos salvo el
que lo anula: solo hace falta un analisis de rangos aparte para k = —1.

Casok # —1: M| # 0, luego rg(M) = rg(M") = 3 = n. Sistema compatible determinado (SCD).

4 2
Caso k = —1: se comprueba que rg(M) = 2 (el menor de filas 1,2 y columnas 1,2, ‘1 1‘ =—6 #0),y que
la tercera ecuacion es combinacion lineal de las otras dos (en concreto, fila3 = filal — fila2, y esa misma
combinacion reproduce también el término independiente: 4 — 3 = 1, que coincide con el de la tercera

ecuacion). Por tanto rg(M’) = 2 = rg(M) < 3: sistema compatible indeterminado (SCI).

Resumen:
k ‘ Tipo de sistema
k+-1 SCD
k=-1 SCI

Resolvemos para k = 0:
dx+2y—z=4
x—y=3
3x+3y=1

Idea clave

De la segunda ecuacion, sin z, y la tercera, también sin z, obtenemos directamente x e y; la primera

ecuacion entonces solo sirve para despejar z.

De la segunda: x = y + 3. Sustituyendo en la tercera: 3(y +3)+3y =1=3y+94+3y=1= 6y = -8 =
y= —é. Entonces x = —% +3= g
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Sustituyendoenlaprimera:4(g>+2<—§)—z =4= ——%—z =4= %—z =4=4-z=4=2z=0.

Apartado b)
Para k = —1:
dx+2y—z=4
x—y—z=3
3x+3y=1
Idea clave

Como ya sabemos (apartado a) que este sistema es compatible indeterminado, con la tercera ecua-
cion combinacién de las otras dos, basta trabajar con dos de las tres ecuaciones y dejar una variable

como parametro libre.

1-3
De la tercera ecuacion: x = 3 Y _ % — y. Sustituyendo en la segunda: % —y—-y—z=3=-2y—z=
8 8
3— - =2 z=-2y—-
3 3 Y 3
Tomando y = A como parametro:
x==-1 =1 z=-22-%
370 YA 3

Idea clave

Comprobamos con la primera ecuacién (la que no hemos usado para despejar), para verificar que
no depende realmente de A y que no hay errores de calculo.

Comprobacién con la primera ecuacion: 4 (% - )L) + 21— (—ZA - %) = % —4A4+ 24 +20 + % =3 = 4

X (se cumple para cualquier A, como debe ser).

(x,y,z)z(%—/l, A —zA—g), 1eR.

Apartado c)

Idea clave

Ya vimos en el apartado a) que, para k = —1, la tercera ecuacion es exactamente la combinacion (fila
1) — (fila 2), y que esa misma combinacion aplicada a los términos independientes da 4 —3 = 1, que
coincide con el término independiente actual de la tercera ecuacion. Basta con cambiar ese término
independiente por cualquier otro valor para romper la compatibilidad, sin tocar los coeficientes de

x e y (asi se mantiene rg(M) = 2, pero rg(M’) pasa a ser 3).

Cambiamos la tercera ecuacion por, por ejemplo, 3x + 3y = 2 (cualquier término independiente distinto
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de 1 funciona). El sistema queda:
dx+2y—z=4
x—y—z=3
3x+3y=2

Los coeficientes de x, y, z no han cambiado, asi que rg(M) = 2 sigue igual. Pero ahora, la combinacién
(fila 1) — (fila 2) de los términos independientes sigue dando 4 — 3 = 1, que ya no coincide con el nuevo
término independiente de la tercera ecuacién (2). Esto produce una fila de ceros igualada a un valor no
nulo al escalonar, es decir, rg(M’) = 3 # rg(M) = 2.

‘ Con 3x + 3y = 2 (en vez de = 1), el sistema resulta incompatible. ‘

PREGUNTA 3: Terreno de regadio: puntos sobre una cubica y area (2,5 puntos)

Juan encuentra entre los papeles de su abuelo un esbozo como el de la figura adjunta, donde se describe
un terreno de regadio que ha dejado en herencia a su padre.

La curva de la grafica es y = f(x), con f(x) = —x® + 7x* — 6x + 5.

a (1,25 puntos) A partir de la expresion de f(x), calcule las coordenadas de los puntos P, Q y R indicados
en la figura. Calcule también la ecuacion de la recta PR.

b (1,25 puntos) Calcule la superficie del terreno.

Apartado a)

Idea clave

Py Q estan, segun la figura, sobre la recta horizontal y = 5: son las intersecciones de la curva con
esa recta. R esta justo debajo de Q, sobre el eje OX: es el pie de la perpendicular desde Q al eje X,
es decir, tiene la misma abscisa que Q y ordenada 0.
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Buscamos las intersecciones de f(x) con y = 5:
3+ TxP —6x+5=5=—= —x+7x* —6x =0 = —x(x* — 7x + 6) = 0.

_ 7x+49—-24 7£5

Las soluciones son x = 0y las raices de X2 —7x+6=0x= 5 = 5 es decir, x = 6 0

x=1.

Las tres soluciones son x = 0, 1, 6. Segun la figura, la curva pasa por (0, 5) al principio, baja a un minimo
relativo, vuelve a subir hasta cruzar y = 5 en P (con abscisa menor), sube hasta un maximo relativo y
vuelve a bajar hasta cruzar y = 5 en Q (con abscisa mayor). Por tanto:

P=(15., Q0=(5)]

El punto R esta en el eje OX, verticalmente debajo de Q:

R = (6,0).

La recta PR pasa por P(1,5) y R(6,0), con pendiente . =-1

y=5= 100 = [y==x76]

Apartado b)

Idea clave

La region sombreada esta delimitada arriba por la curva (de P a Q), a la derecha por el segmento
vertical QR, y abajo-izquierda por el segmento RP. Se puede calcular como el area bajo la curva
entre x = 1y x = 6 (hasta el eje X), menos el area bajo la recta PR en ese mismo tramo (el triangulo
que queda “de mas” entre la recta y el eje X, que no forma parte de la region pedida).

Calculamos primero el area bajo la curva entre x = 1y x = 6:

6 6 xt o 7x3 ¢
J f(x)dxzj (—x3+7x2—6x+5)dx: —I+T—3x2+5x
1 1 1

Enx:6:_12;6+7-216

—3(36) + 5(6) = —324 + 504 — 108 + 30 = 102.

Fnx=1li—++._345= >+28-36+60 49
43 12 12

49 _ 1224—49 _ 1175

6
dx =102 —
L flxydx 12 12 12

Ahora el area bajo la recta PR (que coincide con el area de un tridngulo de base 5 y altura 5, ya que en
x = 1larectavale 5y en x = 6 vale 0):

6
11 25

6 2
J(—x+6)dx:[—x—+6x :(—18+36)—(—1+6):18——=—.
) 2 2 2 2

1
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Idea clave

Esta segunda integral también se puede obtener directamente como area de un tridngulo rectangulo
(base 6 — 1 = 5, altura 5): % -5.5= % coincidiendo con el calculo por integral.

La superficie del terreno es la diferencia:

1175 25 _ 1175 150 _ 1025

Superficie = .
12 2 12 12 12

. 102
Superficie = % u? = 85,42 u?.

PREGUNTA 4: Probabilidad: extracciones de bolas con letras (2,5 puntos)

Andreu pone las nueve bolas que se muestran a continuacién dentro de una bolsa.

OOOOEOO®E

a (1,25 puntos) A continuacion, saca de la bolsa dos bolas al azar, una detras de la otra y sin reemplaza-
miento (es decir, no devuelve a la bolsa la primera bola antes de sacar la segunda).

= Calcule la probabilidad de que la primera bola sea una A o una E. [0,5 puntos]

= Calcule la probabilidad de que las dos bolas sean diferentes. [0,75 puntos]

b (1,25 puntos) Andreu vuelve a poner todas las bolas en la bolsa y saca cinco al azar, una detras de la
otra, pero ahora con reemplazamiento (es decir, ahora si devuelve a la bolsa cada bola extraida antes de
coger la siguiente).

» Calcule la probabilidad de que no haya sacado ninguna A. [0,5 puntos]

= Calcule la probabilidad de que haya sacado al menos dos A. [0,75 puntos]

Idea clave

Antes de calcular nada, conviene contar bien las letras repetidas: de las 9 bolas, hay 2 con la letra
A, 2 con la letra S, y una sola de cada una de las demas (B, Y, E, F, N).

Apartado a), primera parte
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Como hay 2 bolas con A y 1 con E, de un total de 9:

. 2+1 3 1
P(primeraes AoE)= —— == =| =.
(primera es Ao By = 271 = 2

Apartado a), segunda parte

Idea clave

Es mas rapido calcular la probabilidad del suceso complementario, “las dos bolas son iguales” (mis-
ma letra), que solo puede ocurrir con las letras repetidas (A o S), y restar de 1.

Solo puede haber dos bolas iguales si ambas son A (hay 2 A de 9) o ambas son S (hay 2 S de 9), extrayendo

sin reemplazamiento:

P(ambas A) = 2.1 3 P(ambas S) = 2. 1_ l
9 8 72 9 8 72
P(mismas letras) = 2 + 2 _4_ i
72 72 72 18
P(diferentes) = 1 — 1_|Z =~ 0,944.
18 18

Apartado b), primera parte

Idea clave

Con reemplazamiento, cada extraccion es independiente y siempre con la misma composicién de
la bolsa (9 bolas, 2 de ellas A). El ntimero de A obtenidas en 5 extracciones sigue una distribucion

binomial.

Sea X el ntimero de bolas con A obtenidas en las 5 extracciones, con X ~ B (5, %)

5
%) _ 16807 =~ 0,2846.

PX=0)= ( ~ 59049

5
P(ninguna A) = (%) =~ 0,285.

Apartado b), segunda parte

Idea clave

13 » . 13 . » .
Al menos dos” es el complementario de “ninguna o exactamente una”; con solo 5 extracciones,
calcular estos dos casos y restar de 1 es mas rapido que sumar las probabilidades de 2, 3,4y 5 A.

1 4
Poc=0=(7)(2) (3) =5+ 2ot - 200 _ 06,

16807 24010 _ 59049 — 16807 — 24010 _ 18232
59049 59049 59049 59049

P(X>2)=1-P(X=0)-P(X=1)=1-
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P(al menos dos A) = 18232 0,309.
59049

PREGUNTA 5: Optimizacién: coste de construccién de un cobertizo (2,5 puntos)

Queremos construir un pequefio cobertizo de madera de 6 m* de volumen, en forma de prisma rectan-
gular, adosado a la pared lateral de una casa, para guardar lefia. Solo hace falta construir, por tanto, el
techo y tres paredes (la pared del fondo del cobertizo es la de la casa a la que estid adosado). Ademas,
queremos que el cobertizo mida el triple de anchura que de profundidad. Cada metro cuadrado de pared
tiene un coste de construcciéon de 30 € y el techo cuesta 50 € por metro cuadrado. Una vez construido el
cobertizo, afiadirle una puerta tiene un coste fijo de 35 €.

\

a (1,25 puntos) Compruebe que el coste de construccion del cobertizo viene dado por la funcién

C(x) = 300 L 15042 + 35,
X

donde x es la profundidad del cobertizo en metros.

b (1,25 puntos) Calcule cuales deben ser las dimensiones del cobertizo para que el coste de construccién
sea minimo y justifique la respuesta. ;Cual es este coste?

Apartado a)

Idea clave

Con la profundidad x y la anchura 3x (el triple), la condicion de volumen fija la altura en funciéon
de x; sustituyendo esa altura en las areas de paredes y techo se obtiene el coste total.

Sea x la profundidad, 3x la anchura, y & la altura del cobertizo. El volumen es:

V:?)xxh:?)xzh:é:;;h:i:l
3x2  x?

10
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Las tres paredes a construir son: la pared frontal (dimensiones anchura x altura = 3x-h) y las dos paredes
laterales (dimensiones profundidad x altura = x - h cada una). El techo tiene dimensiones anchura x
profundidad = 3x - x = 3x2.

Area de paredes = 3xh + 2(xh) = 5xh, Area de techo = 3x2.

El coste total es:
C(x) = 30(5xh) + 50(3x?) + 35 = 150xh + 150x? + 35.

Sustituyendo h = i:
2

150xh = 150x - % = @
x x

C(x) = 300 | 150x2 + 35,
pe

que es precisamente la expresiéon que habia que comprobar.

Apartado b)
Derivamos: 3
300(x° —1
C'(x) = —@ + 300x = 300 (x - %) = ¥
x x X
Idea clave

El denominador x? nunca se anula para x > 0, asi que los puntos criticos vienen solo del numerador.
Igualando a cero: x> — 1 = 0 = x = 1 (Unica raiz real positiva).

c”(x) = 22 + 300,
X

que es siempre positiva para x > 0: el punto critico x = 1 es un minimo.

Con x = 1: profundidad = 1 m, anchura = 3(1) = 3 m, altura h = 1—22 =2m.

‘Profundidad =1m, anchura=3m, altura=2m.

El coste minimo es:

c1) = ¥ +150(1)2 + 35 = 300 + 150 + 35 = 485.

‘ Coste minimo = 485 €. ‘

PREGUNTA 6: Geometria del espacio: plano mediador y tridangulo isésceles (2,5

puntos)

Considere los puntos A = (1,2,3) y B = (-3, -2, 3).

11
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a (1 punto) Calcule la ecuacién del plano 7 que es perpendicular a la recta AB y que pasa por el punto
medio entre Ay B. Justifique que este plano esta formado, precisamente, por los puntos P = (x, y, z) que
estan a igual distancia de A que de B, es decir, d(P, A) = d(P, B).

b (0,75 puntos) Calcule las distancias de A y de B al plano 7 y compruebe que son iguales. ;Es casualidad?
Razone la respuesta.

¢ (0,75 puntos) Sea C = (-7, 6,3). ;El triangulo ABC es isésceles? Calcule su area.

Apartado a)

El punto medio de Ay B es:

M=(1_3,2_2,3+3):(—1,0,3).
2 2 2

Idea clave

Un plano perpendicular a la recta AB tiene, como vector normal, precisamente la direccion de esa
recta: AB.
AB=B— A= (-4,-4,0).
El plano 7, con normal AB = (—4,-4,0) y que pasa por M(—1,0,3):
—4(x+1)—4(y—0)+0(z—3)=0= —4x—4—-4y =0,

que, dividiendo por —4, queda:

‘7‘[: x+y+1:O.‘

Idea clave

Para justificar que 7 es exactamente el conjunto de puntos equidistantes de A y B, conviene partir
de la condicién d(P, A) = d(P, B) y desarrollarla algebraicamente, viendo que se llega precisamente
a la ecuacion de 7.

Justificacion: sea P = (x, y, z) un punto cualquiera. La condicién d(P, A) = d(P, B) equivale a d(P, A)? =
d(P, B)? (ambas distancias son no negativas), es decir:

(x—12+(y-22+z-32=(x+3)2+(y+2)?%+(z-3)%
Los términos en (z — 3)? se cancelan. Desarrollando el resto:
x2—2x+1+y2—4y+4=x2+6x+9+y2+4y+4.
Simplificando (los términos x? e y* se cancelan):
—2x+1-4y+4=6x+9+4y+4 = —2x—4y+5=6x+4y+ 13,

= B8x—-8y—-8=0=x+y+1=0,

12
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que es exactamente la ecuacion de 7 obtenida antes. Por tanto, 7 esta formado precisamente por los
puntos equidistantes de Ay B. Bl

Apartado b)
dam=12 04,
d(B,) = % - % — 2J2.
d(A, 1) = d(B,7) = 2v/2.
Idea clave

Esta igualdad no es casualidad: es consecuencia directa de lo demostrado en el apartado a). El plano
7r es, por construccién, el plano mediador (perpendicular bisector) del segmento AB, asi que todos
sus puntos —y en particular la simetria que intercambia A y B mediante una reflexién respecto a
nm— garantizan que A y B quedan siempre a la misma distancia de .

No es casualidad: 7 es el plano mediador de AB.

Apartado c)

Idea clave

Para ver si un tridngulo es isosceles, basta comparar las longitudes de sus tres lados usando la
formula de la distancia entre dos puntos.

AB=|B- A =|(-4,-4,0)| = V16 + 16 = V/32 = 42.
AC = |C = Al = [(=8,4,0)] = V64 + 16 = V80 = 44/5.
BC = |C — B| = |(=4,8,0)| = V16 + 64 = V80 = 44/5.

Como AC = BC = 4/5 (y AB = 442 es distinto), el triangulo tiene dos lados iguales:

’ Si, el triangulo ABC es isdsceles (AC = BC). ‘

Idea clave

El area de un triangulo en el espacio, conocidos sus tres vértices, se calcula como la mitad del
modulo del producto vectorial de dos de sus lados.

AB = (-4,-4,0),  AC = (-8,4,0).

ik
ABxAC=|-4 —4 0= ((-9)(0) - 0(4), 0(-8) — (—4)(0), (—4)(4) — (—4)(-8)) = (0,0,-48).
-8 4 0

13
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Area = %u(o, 0,~48)] = %(48) = 24,

Area(ABC) = 24 v

14



