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Prueba de Acceso a la Universidad
Comunidad Valenciana -- Extraordinaria 2026
Matematicas Il
Serie 1

Baremo e instrucciones

Responded a CUATRO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explicad siempre qué
queréis hacer y por qué.

Cada cuestion vale 2,5 puntos.

Podéis utilizar calculadora, pero no se permite el uso de calculadoras u otros aparatos que puedan
almacenar datos o que puedan transmitir o recibir informacién.

Podéis utilizar las paginas en blanco (paginas 14 y 15) para hacer esquemas, borradores, etc., o
para acabar de responder a alguna cuestion si necesitais mas espacio. En este ultimo caso, hay que

indicarlo claramente al final de la pagina de la cuestioén correspondiente.
N J

Nota de Entiende Mates

El enunciado oficial pide responder a 4 de las 6 cuestiones. Por completitud pedagogica, en este
material resolvemos las 6 cuestiones.

PREGUNTA 1: Discusion de un sistema lineal con parametro

Considerad el siguiente sistema de ecuaciones lineales, que depende del parametro real k:

x+ky+z=3+k
kx+y+z=4 (1)
x+3y+z=5

a (1,25 puntos) Discutid el sistema para los diferentes valores del parametro k.

b (1,25 puntos) Resolved, si es posible, el sistema para el caso k = 1, y haced una interpretacién geomé-
trica.

a) Discusion.

La matriz de coeficientes y su determinante son:

. A==k =Dk - 3). (2)
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Idea clave

El determinante factoriza en dos raices enteras limpias: k = 1 y k = 3. Son los tnicos valores que
requieren estudio aparte.

Sik #1,3:|A| # 0, asi que rg(A) = rg(A”) = 3. El sistema es compatible determinado (SCD).

1
Si k = 1: se comprueba que rg(A) = 2 (por ejemplo, el menor = 2 # 0, pero el determinante

completo se anula), y también rg(A”) = 2. El sistema es compatible indeterminado (SCI).

Si k = 3:de nuevo rg(A) = 2, pero ahora rg(A’) = 3 (el término independiente rompe la relacién de
dependencia). El sistema es incompatible (SI).

b) Resolucion para k = 1 e interpretacion geométrica.

El sistema queda:
x+y+z=4
x+y+z=4 (3)
x+3y+z=5

Las dos primeras ecuaciones son idénticas, asi que el sistema equivale a

x+y+z=4
(4)
x+3y+z=5
Tomamos z = A como parametro. Restando la primera de la segunda:
1
2y=1= y==. (5)
Sustituyendo en la primera:
x+isi=4 = x=1_3 (6)
2 2
La solucion es ; )
cyd=(1-224), 1er (7)

Idea clave

Geométricamente, el sistema representa tres planos en el espacio. Al ser compatible indeterminado
con un Unico parametro libre, la solucion es una recta: los tres planos (en realidad, solo dos distintos,
ya que dos de las ecuaciones son idénticas) se cortan a lo largo de esa recta comun.

Como las ecuaciones 1.2 y 2.2 representan el mismo plano, en realidad tenemos dos planos distintos que
se cortan en una recta: la que hemos parametrizado arriba.

PREGUNTA 2: Tangente, normal y area con f(x) =4/x

a (1,25 puntos) Dada la funcién f(x) = é calculad la ecuacion de la recta tangente a y = f(x) en el
x

punto de abscisa x = 1. Encontrad también la ecuacion de la recta normal a y = f(x) en ese mismo
punto.
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b (1,25 puntos) Haced un esbozo de las graficas de la curva y = f(x) y de la recta 4x + y = 8, y calculad
el rea delimitada por estas dos graficas, el eje de abscisas y la recta vertical x = 3.

a) Tangente y normal en x = 1.

f =4  f)=-=  fQ)=-d (8)

X2
Recta tangente:
y_4:—4(x—1)=>y:—4x+8=>4x+y=8. )
Idea clave

Fijaos en que la tangente en x = 1 es exactamente la recta 4x + y = 8 que aparece en el apartado
b): no es casualidad, el enunciado esta construido asi para que podamos reutilizar este resultado.

1 1
Recta normal (pendiente = ——— = =):
fra 4
y—4:i(x—1)=>y=§+§=>x—4y+15=0. (10)

b) Esbozo y area.

Comprobamos primero la posicion relativa de la curva y la recta:

4x® —8x+4 4(x — 1)?
x x

f(x)—(8—4x)=%—8+4x= (11)

Para x > 0, esta expresion es siempre > 0 (y se anula unicamente en x = 1): la recta es tangente a la
curva, y la curva queda siempre por encima de la recta.

Idea clave

La recta 4x + y = 8 corta al eje X en x = 2 (ya que 8 — 4x = 0 = x = 2). Para x < 2 la recta esta
por encima del eje X; para x > 2, por debajo. Como el area pedida esta delimitada también por el
eje de abscisas, la frontera inferior de la regiéon ¢cambia.en x = 2: entre x = 1y x = 2 es larecta, y
entre x = 2 y x = 3 es el propio eje X.

Dividimos el area en dos tramos:

2 3
Area = J [f(x)—(8—4x)]dx + J f(x)dx. (12)
1 2
Primer tramo:
J (— - 8+4x> dx = [4lnx—8x+ 2x2]1 — (4In2—8)—(—6) = 4In2 — 2. (13)
1 \X
Segundo tramo:
3 4 3
J —dx:[4lnx] =4In3—-4In2. (14)
2 X 2
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Sumando:
Area=(4In2-2)+ (4In3-4In2) =4In3 -2 = 239 u?. (15)

PREGUNTA 3: Coplanariedad y volumen de un tetraedro

En R3 se dan los puntos A = (3,1,1), B=(0,0,1),C = (4,1,2) y D = (1, 1,t), donde t es un valor real.
a (1 punto) ;Para qué valor de ¢ los cuatro puntos son coplanarios?

b (1,5 puntos) Encontrad el valor de t para que el tetraedro (irregular) que forman los cuatro puntos
tenga un volumen de 5 u’.

Nota: El volumen de un tetraedro definido por los vectores v;, v, v es igual a un sexto del valor absoluto
del determinante de la matriz formada por los tres vectores.

a) Valor de ¢ para la coplanariedad.
Formamos tres vectores con origen en A:
AB=(-3,-1,0, AC=(1,0,1), AD=(-2,0,t—1). (16)

Idea clave

Cuatro puntos son coplanarios exactamente cuando el producto mixto (determinante) de los tres
vectores que forman es cero: geométricamente, significa que no .2barcan”volumen.

1 0 1 |=t+1 (17)

Igualando a cero: t = —1.
b) Valor de t para volumen 5 u®.

Con el mismo determinante ¢ + 1 calculado arriba:

V:%|t+l|:5=>|t+1|:30=>t+1:300t+1:—30. (18)

Por tanto hay dos soluciones:
t=29 o t=-3L (19)

PREGUNTA 4: De la grafica de f a la grafica de f’; inflexiéon de una cubica

a (1,25 puntos) En la figura se muestra la grafica de la funcion f(x) (ver enunciado original). Representad

de manera esquematica la grafica de la funcion derivada de f(x). Explicad el razonamiento que habéis
seguido.

b (1,25 puntos) Calculad los valores de a y b para que la funcién g(x) = ax® + bx? + 1 tenga un punto de
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. ., 1 . 3
inflexion en x = = y su derivada en ese punto sea —5

a) De la grafica de f a la grafica de f”.

Idea clave

No hace falta conocer la expresion algebraica de f: basta con leer en la grafica donde f crece, de-
crece, y donde tiene tangente horizontal (maximos o minimos). Cada uno de esos rasgos se traduce

directamente en informacion sobre el signo y los ceros de f”.

De la grafica de f(x) observamos:
» f tiene un maximo relativo en x = 0 (con f(0) = 1): por tanto f'(0) = 0, y f’ pasa de positiva
(para x < 0) a negativa (para x > 0).
» f tiene un minimo relativo en x = 1 (con f(1) = 0): por tanto (1) = 0,y f’ pasa de negativa
(para 0 < x < 1) a positiva (para x > 1).

» Fuera del intervalo (0, 1), f es creciente, asi que f” > 0.

Por tanto, la grafica de f’(x) debe ser una curva que: es positiva para x < 0, se anula en x = 0, es negativa
en (0, 1), se anula en x = 1, y vuelve a ser positiva para x > 1 — es decir, tiene la forma de una parabola

con las ramas hacia arriba y raicesen x = 0y x = 1.

Esbéds de f(x)

y="f(x)

-0.5 0.0 0.5 1.0 15

Esbozo esquematico de f’(x): parabola con ramas hacia arriba, raicesen x =0y x = 1.

b) Valores de a y b.

Idea clave
"Punto de inflexiéon en x = x,”se traduce en g”(xy) = 0. Junto con el dato de la derivada en ese

punto, tenemos dos ecuaciones para las dos incognitas a, b.

g’ (x) = 3ax? + 2bx, g”(x) = 6ax + 2b. (20)
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- ; . 1
Condicion de inflexion en x = 3

g”(3)=3a+2b=0. @)
Condicion sobre la derivada: 3 3
S(1) _ 3a _ 3 .
g(g)— 4+b— > (i)
. 3a . ..
De (i): b = -7 Sustituyendo en (ii):
3—a—%=—§=>—3—a=—§=>a=2. (21)
4 2 2 4 2
Entonces b = —% = -3.
a=2, b=-3, g(x) =2x% —3x% + 1. (22)
Idea clave

Esta funcién g(x) = 2x3 — 3x% + 1 es, de hecho, exactamente la f(x) del apartado a): tiene maximo
en (0,1) y minimo en (1,0), tal como se observaba en la grafica. El examen esta construido para
que ambos apartados se refuercen mutuamente.

PREGUNTA 5: Invertibilidad de una matriz con parametro y ecuacion matricial

a a 0
Sea la matriz A = 2 a+1 a—1 |,donde aesun parametro real.
2a+1 0 —a—3

a (1 punto) Encontrad para qué valores de a la matriz A es invertible.

b (1,5 puntos) Comprobad que, para el caso a = 3, la matriz A es invertible y resolved la ecuacion

m

3
matricial AX = B — 3], donde B es la matriz B = 2
4

1
3
5
1

= NN

a) Valores de a para los que A es invertible.

a a 0
Al=| 2 a+1 a—-1|=d*>-3d°+2a=ala—1)(a-2). (23)
2a+1 0 —a—3

A es invertible cuando |A| # 0, es decir:

aeR\{0,1,2} (24)

b) Caso a = 3: comprobacion e resolucion.
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Paraa = 3:
3 3
A=[2 4 2 (25)
7 0 —6
Como 3 ¢ {0, 1, 2}, A es invertible; en efecto, |A| = 6 = 0.
Calculamos el lado derecho:
6 3 3 3 00 3 3 3
B-3I=(2 5 2]=(0 3 o|=[2 2 2 (26)
1 1 4 0 0 3 1 1 1

Idea clave

Fijaos en que B — 31 tiene todas las filas “proporcionales”(cada fila es constante): esto ya anticipa
que la soluciéon X también tendra una estructura muy regular.

Despejamos X = A~!(B — 3I). Calculando la inversa de A y multiplicando:

-5 —5 -5
X=[6 6 6] (27)
-6 —6 —6

PREGUNTA 6: Puntos criticos y raiz Unica de f(x) = x*/(x — 2)

3

-2

Considerad la funciéon f(x) =

a (1,5 puntos) Estudiad si tiene puntos criticos y, en caso de que tenga, justificad de qué tipo son. Deter-
minad también cuales son los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién.

b (1 punto) Comprobad que la ecuacién f(x) = 0 tiene una Unica solucion en el intervalo (-2, 1).

a) Puntos criticos, tipo y monotonia.

El dominio es R \ {2}. Derivamos con la regla del cociente:

3x%(x—2)— x> 33 —6x—x>  2x®—6x?  2x*(x—3)
(x — 2)2 (x — 2)2 (x-22  (x-2?

frix) = (28)

Los puntos criticos (donde f’ = 0) son x = 0 (raiz doble) y x = 3.

Idea clave

El factor x? en el numerador nunca cambia de signo (siempre > 0), y (x — 2)? tampoco (siempre
> 0 donde esta definida). Por tanto, el signo de f’(x) depende #nicamente del factor (x — 3): esto
significa que f’ no cambia de signo en x = 0, aunque se anule ahi.
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x | (=0,00 0 (0,2) (23) (3,+)
o - o - - +

Como f’ no cambia de signo en x = 0 (es negativa a ambos lados), en x = 0 hay un punto critico que
no es un extremo relativo (es un punto de tangente horizontal, de tipo “silla”para una funcién de una
variable).
, . . . . 27

En x = 3, f’ pasa de negativa a positiva: hay un minimo relativo, con f(3) = 7= 27.
Monotonia: f es decreciente en (—o0, 2) U (2, 3) y creciente en (3, +00).
b) Unica solucién de f(x) = 0 en (=2,1).

Idea clave

Combinamos el Teorema de Bolzano (para garantizar que existe al menos una raiz) con la monotonia
estricta del apartado a) (para garantizar que no puede haber mas de una).

f es continua en [—2, 1] (ya que 2 ¢ [—2, 1]). Evaluamos en los extremos:

)3
(-2) =__8=2>0’ f(l):ﬁ:—1<0. (29)

=555

Como f cambia de signo y es continua en [—2, 1], por el Teorema de Bolzano existe al menos un punto
ce(-2,1) con f(c)=0.

Ademas, (—2, 1) C (—o0, 2), intervalo donde (segtn el apartado a) f es estrictamente decreciente (el inico
punto donde f’ = 0 dentro de este intervalo es x = 0, pero sin cambio de signo, asi que f sigue siendo
estrictamente decreciente en todo el intervalo). Una funcion estrictamente decreciente no puede anularse
dos veces.

Por tanto, la solucién de f(x) = 0 en (—2,1) es tinica.



