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Prueba de Acceso a la Universidad
Catalunya -- Extraordinaria 2023
Matematicas Il
Série 2

Baremo e instrucciones

Responded a CUATRO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explicad siempre qué
queréis hacer y por qué.

Cada cuestion vale 2,5 puntos.

Podéis utilizar calculadora, pero no se permite el uso de calculadoras u otros aparatos que puedan
almacenar datos o que puedan transmitir o recibir informacién.

Podéis utilizar las paginas en blanco para hacer esquemas, borradores, etc., o para acabar de respon-
der a alguna cuestion si necesitais mas espacio. En este ltimo caso, es necesario que lo indiquéis

claramente al final de la pagina de la cuestion correspondiente.
N J

Nota de Entiende Mates: el examen original permite elegir 4 de las 6 cuestiones. Como re-
curso de estudio, aqui resolvemos las 6 de forma completa.

PREGUNTA 1: Matrices: una identidad cuadratica y la matriz inversa

Sean
2 1 2 _1 . . .
A= (3 2) ’ B= (_3 9 ) ; y I la matriz identidad de orden dos.

a (0,5 puntos) Comprobad que (A — 21)? = 3I.

b (1,25 puntos) Utilizando la igualdad del apartado anterior, encontrad la matriz inversa de la matriz A
en funcion de las matrices A e I, y comprobad que coincide con la matriz B.

¢ (0,75 puntos) Calculad la matriz X que satisface la igualdad A - X = B.

a) Calculamos primero A — 2I:
2 1 2 1
A-2] = - 0 = 0 .
3 2 0 2 30
Elevamos al cuadrado:

0 1\fo 1) fo-0+1:3 0-1+1-0\ (3 0
(A-2D)? = = = :
3 0/\3 0/ \3-0+0-3 3-1+0-0/ \o 3
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3 0
Como 31 = (O 3), queda comprobado que

(A -2I)? =3I

b) Partimos de la igualdad anterior y la desarrollamos algebraicamente, tratando A e I como si fueran
numeros (con cuidado, porque el producto de matrices no es conmutativo, aunque aqui A e I si conmutan
entre si, ya que I es la identidad).

Idea clave

Laidea central de este apartado es manipular la igualdad (A—2I)? = 31 hasta despejar una expresion
de la forma A - (...) = I: eso es precisamente lo que define a la matriz inversa de A.

Desarrollamos el cuadrado:

(A—21)? = A —2A] — 2] A + 4I° = A? — 4A + 4I.

(Usamos que Al = IA = Ay que I = I.) Igualando a 3I:

A2 —4A+41=3] = A2—4A+1=0.

Despejamos para aislar I sola:
I=4A— A% = A(4] — A).

Esta tltima igualdad, A-(4I—A) = I, dice exactamente que 4] — A es la matriz inversa de A (por definicion,
A-A"l =)
ATl=41- A

Comprobamos que esto coincide con B:
4 0 2 1 2 -1
41 - A = - = = B.
0 4 3 2 -3 2

Al=B

Idea clave

Esta técnica —despejar la inversa a partir de una identidad polinémica que satisface la matriz— es
mucho maés rapida que calcular la inversa por el método general (adjunta y determinante) cuando
dicha identidad ya se conoce o es facil de comprobar.

¢) Buscamos X tal que A- X = B. Como A tiene inversa, multiplicamos ambos lados por A™! por la
izquierda:
A1 A-X=A"B = X=A"B
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Como ya sabemos que A~! = B, esto se reduce a calcular B- B = B%:

2 -1 2 -1
X=B-B= .
& )
Multiplicamos:

¥ - 2:2+(-1)(-3) 2(-1)+(-1@)\ (4+3 -2-2\ (7 -4
A3 +2(-3) (3)(-1)+2-2)] \-6-6 3+4) \-12 7)°

X:( 7 —4)
-12 7

PREGUNTA 2: La hipérbola f(x) = 1/x: tangentes y area constante

Sea la funcién f(x) = l
x

a (0,75 puntos) Calculad la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcién f en el punto de

abscisa x = 2.

b (0,75 puntos) Calculad la ecuacién de la recta tangente a la grafica de la funciéon f en el punto de
abscisa x = k, en que k es un niimero real positivo.

¢ (1 punto) Comprobad que, tal como se puede ver en la figura de abajo, la recta del apartado b determina
un tridngulo de area constante con los semiejes positivos de coordenadas. Calculad esta area.

a) Derivamos f(x) = x 1:

Enx =2: f(2) = % ()= —i.
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La recta tangente es
, 1 1
y-f@)=f@x-2) = y-3=-7(x-2).

Desarrollando:

1
=—-x+1
Y 4

b) Repetimos el mismo procedimiento, pero dejando k > 0 genérico:

1 repy 1
fR=5  fE0=-5

_l__i(x_k)=> _1_x 1__x 2
Y T T
—_Ll,:2
V=TT

Idea clave

Comprobacién: sustituyendo k = 2 en esta féormula general se recupera exactamente la recta del

apartado a): y = —ix +1.K

¢) Buscamos los puntos de corte de esta recta con los ejes de coordenadas.

Idea clave

El corte con el eje Y se obtiene siempre haciendo x = 0; el corte con el eje X, haciendo y = 0. Con
esos dos valores tenemos los catetos del tridngulo rectangulo que forma la recta con los semiejes

positivos.

Corte con el eje Y (hacemos x = 0):

_ 0.2 2
YETR Tk Tk
Corte con el eje X (hacemos y = 0):
0=-X42 L X_Z __  _x%

Como k > 0, ambos cortes, 2k y > son positivos: la recta si corta a los dos semiejes positivos, formando
., , 2
un triangulo rectangulo con catetos 2k y P

El area de ese triangulo es

=~
Il
[

4k
- 2k - il
k

DN | =

2_1
k2

N | =

1
S= 3 (cateto;) - (cateto,y) =
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S=2u? (constante, no depende de k)

Idea clave

El resultado es sorprendente e independiente de donde se trace la tangente: el factor k se cancela
exactamente entre los dos catetos (2k y 2/k), porque uno crece en la misma proporcioén en que el
otro decrece. Esta es una propiedad clasica y muy conocida de la hipérbola y = 1/x.

PREGUNTA 3: Sistema de ecuaciones con parametro m

Sea el sistema de ecuaciones lineales
2x+y—z=1
xX+my+z=2
3x+y—mz=3
en que m es un numero real.

a (1,25 puntos) Discutid el sistema segtn los valores del parametro m.

b (1,25 puntos) Resolved el sistema, si tiene solucién, para el caso m = 1.

a) La matriz de coeficientes es

1

m 1
1
Calculamos su determinante (por ejemplo, desarrollando por la primera fila):

1 1

1
" +(-1)
3 —m

det(M) = 2 -1
et(M) 1 —-m 3 1

=2(-m? -1)—1(-m—3) — 1(1 — 3m)
=—2m?—24+m+3—1+3m

= —2m® + 4m.

Factorizando:
det(M) = —2m(m — 2).
Idea clave

El determinante se anula enm = 0 y en m = 2: son los dos tinicos valores de m que hay que discutir
aparte.

Casom = 0y m # 2: det(M) # 0, asi que rango(M) = rango(M*) = 3. El sistema es compatible
determinado.
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Casom = 0:

2 1 2 -11
M=|1 0 1], M =1 1
31 0 3 0

_ O M

Se comprueba que rango(M) = 2 (la 3. fila es la suma de las dos primeras) y que esa misma relaciéon
se cumple en los términos independientes (1 + 2 = 3), asi que rango(M*) = 2 también. El sistema es
compatible indeterminado (infinitas soluciones, con un grado de libertad).

Casom = 2:
2 1 -1 2 1 =111
M=[1 2 1], M=l1 2 1
3 1 -2 31 =213

Aquirango(M) = 2, pero al afiadir la columna de términos independientes el rango sube a rango(M™) = 3
(no existe ninguna combinacién lineal de las dos primeras filas de M* que reproduzca la tercera). Como
rango(M) # rango(M™), el sistema es incompatible (no tiene solucion).

b) Para m = 1, estamos en el caso general (m # 0, 2), asi que el sistema es compatible determinado. El
sistema queda

2x+y—z=1
xt+ty+tz=2
3x+y—z=3

Restamos la 1.2 ecuacion de la 3.
Bx+y—2)—-(C2x+y—-2)=3-1 = x=2.
Sustituimos x = 2 en la 1.2 ecuaciéon: 2(2) + y—z=1=y —z = -3.

Sustituimos x = 2 enla 2. ecuacion: 2+ y+z=2=y+z=0=2z = —y.

Sustituyendoz = —yeny—-z=-3:y—(-y)=-3=2y=-3=y= —%.

Entonces z = —y = —.

33
s s = 29 —T
(.3.2) ( 2 2)

Idea clave

Comprobacion con la 3.2 ecuacién: 3(2) + (—%) - % =6-3=3K

PREGUNTA 4: Continuidad (Bolzano) y area entre curvas

Sea la funcién f(x) definida por f(x) = —3x + e2x°-1
a (1,25 puntos) Justificad que f(x) = 2 tiene una solucién en el intervalo (—1,0).

b (1,25 puntos) Sea la funcién h(x) = —3x2 + ¢2*’~1 Calculad el area de la region comprendida entre las
graficas de las funciones f(x) y h(x).
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a) Definimos la funcién auxiliar g(x) = f(x) —2 = —3x + ¢2’=1 _ 2 Buscar una solucion de flx) =2
equivale a buscar un cero de g(x).
Idea clave

Siempre que haya que “justificar que una ecuacion tiene solucion en un intervalo”, sin pedir hallarla
explicitamente, la herramienta es el teorema de Bolzano: basta ver que la funcién (aqui, g = f — 2)
es continua y cambia de signo en los extremos del intervalo.

La funcién g(x) es continua en todo R, por ser suma y composiciéon de funciones continuas (un polinomio
y una exponencial de un polinomio). En particular, es continua en [—1,0].

Evaluamos en los extremos:
g(-1)=-3(-1)+eX V1 _2=34¢3_2=1+¢3~1,0498 > 0.
g(0) = —3(0) + X0’ 2 =71 _ 2 203679 — 2 = —1,6321 < 0.

Como g es continua en [—1,0] y g(—1) > 0 > g(0), por el teorema de Bolzano existe al menos un punto
c € (—1,0) tal que g(c) = 0, es decir, f(c) = 2.

‘ Por Bolzano, f(x) = 2 tiene al menos una solucién en (-1, 0). ‘

b) Para hallar el area entre f y h, primero necesitamos sus puntos de corte.

Idea clave

Antes de lanzarse a integrar, conviene simplificar la diferencia f(x) — h(x): al ser f y h funciones

-1

. PR c 3 P .
con el mismo término exponencial e?* ~!, ese término se cancela por completo al restar, dejando

solo un polinomio sencillo, mucho mas facil de integrar.
Calculamos la diferencia:
fGx)—h(x)=(-3x+ ezx3_1) -(- 3x2 + 62x3—1) = —3x 4 3x? = 3x% — 3x = 3x(x — 1).
Los puntos de corte son las soluciones de f(x) — h(x) = 0:

3x(x—1)=0 = x=0 o x=1.

Para saber cudl funcién queda por encima entre x = 0 y x = 1, evaluamos la diferencia en un punto
, . . 1
intermedio, por ejemplo x = 2

2
2 2 4 2 4
Como f —h < 0 en ese tramo, es h quien queda por encima de f entre x = 0 y x = 1. El area es

1 1
S= J (h(x) — f(x))dx = J (3x — 3x2) dx.
0 0
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Integramos:

PREGUNTA 5: Perpendicular comun y distancia entre dos rectas

Sean ry y r, las rectas definidas porr; : x —1 =y =—zyporr, : x =y = z, respectivamente.

a (1,75 puntos) Calculad la ecuacién paramétrica de la recta que corta perpendicularmente a las rectas

ryrn.

b (0,75 puntos) Calculad la distancia entre r{ y r;.

Primero escribimos ambas rectas en forma paramétrica.
Parar; : x— 1=y = —z, llamamostalvalorcomin: x -1 =t=>x=14+ty=t—z=t =2z = —t.

rn: (6y,2)=(1,0,0)+1t(1,1,-1), teR.

Parar, : x =y = z, llamamos s al valor comun:

ry : (x,9,2) =(0,0,0) +s(1,1,1), seR.

a) Un punto genéricode ry es Py = (1+1t,t, —t), yuno dery es P, = (s, s, $).

Idea clave

La recta perpendicular comun es la tnica recta que corta a la vez a r; y a r, formando angulo recto
con ambas. Para encontrarla, buscamos los puntos P; € r; y P, € r, tales que el vector ﬁ) sea
perpendicular simultidneamente a los vectores directores de r; y de ry: eso da dos ecuaciones (una
por cada perpendicularidad) con dos incognitas, ¢ y s.

El vector que une ambos puntos es
PPy=P,—P =(s—1—t, s—t, s+1).
Imponemos que sea perpendicular al vector director de r, d; = (1,1, —1):

P1P2-071=0 = (s—1-H)+(—-t)—(s+t)=0 = s—1-3t=0.

E imponemos que sea perpendicular al vector director de ry, c?z =(1,1,1):

PiPydy=0 = (s—1-)+(—1)+(s+t)=0 = 3s—1—t=0.
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Resolvemos el sistema
s—=3t=1
3s—t=1

. . 1
Dela 1. ecuacion: s = 1+3¢. Sustituyendoenla 2.:3(14+3t) -t =1=3+9%—t=1=8 = -2 =1t = 7

Entonces s = 1+3<—l> = 1—2 = 1
4 4 4
Sustituyendo en los puntos genéricos:
1 1 1 1 1 1 11
P1=<1__7__a _)=<§a - _)’ P2:<_: ) _>
4 4 4 4 4 4 4 4 4

El vector director de la perpendicular comun es
- 1 1
PP:P_P:<__; _90>5
1y =1 -5 2 3

que podemos simplificar (multiplicando por —2) a (1,—-1,0).

Perpendicular comun: (x, y, z) = <i, i, i) +A(1,-1,0), AeR

b) Como r; y r; se cruzan (no son paralelas ni se cortan: sus direcciones (1,1,—1) y (1,1,1) no son
proporcionales, y un punto de una no verifica en general las ecuaciones de la otra), la distancia entre
ellas es exactamente la longitud del segmento de la perpendicular comun entre los dos puntos de corte,
P; y P,, que ya hemos calculado en el apartado a).

Idea clave

Para dos rectas que se cruzan en el espacio, la distancia minima entre ellas se alcanza siempre a

lo largo de la perpendicular comun; por eso, una vez hallados P; y P, en el apartado anterior, la
—_—

distancia es simplemente |P; P,|, sin necesidad de ningun célculo adicional.

o

RN 1 1 1 2 1 2 1 1
d(rl,r2>=|P1Pz|=\(—5, > °)\ZJ(5) +(5) = f= =

d(ri,r) = g =~ 0,71

PREGUNTA 6: Optimizacion: la seccion trapezoidal de la pieza metalica

Queremos construir una pieza metalica que tenga por secciéon un trapecio isosceles con la base superior

tres veces mas larga que la base inferior. Los otros lados del trapecio miden 10 mm, tal como podéis
observar en la figura siguiente:
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10 mm 10 mm

a (0,5 puntos) Expresad la altura del trapecio en funcién de la longitud x de la base inferior.

b (2 puntos) Calculad la longitud de la base inferior del trapecio de manera que el area de la pieza sea
maxima y encontrad el valor de esta area maxima.

a) La base inferior mide x y la superior 3x. Al ser un trapecio isosceles, si trazamos las dos alturas

desde los extremos de la base inferior hasta la base superior, la diferencia de longitud entre las dos bases
. . . 12
(3x — x = 2x) se reparte por igual a ambos lados, dejando un segmento horizontal de longitud ?x =x

bajo cada lado inclinado.

Idea clave

Este es el paso geométrico clave de cualquier trapecio isosceles: al “dejar caer” las alturas, se forman
dos tridangulos rectangulos en los extremos, cuya base horizontal es la mitad de la diferencia entre
las dos bases del trapecio.

Cadalado inclinado (de longitud 10 mm) es entonces la hipotenusa de un triangulo rectangulo con catetos
x (horizontal) y h (la altura buscada, vertical). Por el teorema de Pitagoras:

x2+h?2 =102 =100 = h? =100—x? = h=+/100 — x2.

(Tomamos la raiz positiva porque h es una longitud.)

h(x) = V100 — x2, 0 < x < 10.

(base mayor + base menor)
2

b) El area de un trapecio es - altura. Con base mayor 3x, base menor x y

altura h(x) = /100 — x2:

4
S(x) = 3";" 100 — x2 = ?"\/100—x2 —2xJ100 - x2,  0<x < 10.

10
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Idea clave

Para derivar una raiz cuadrada multiplicada por x, conviene usar la regla del producto junto con la
regla de la cadena en el factor /100 — x2.

Derivamos usando la regla del producto, con u = 2x, v’ = 2, v = 100 — x2, v/ = i S =

—X
{100 — xz.

2
§'(x) = 24100 — x2 + 2x - ——X = 2100 — 22 — —2X
V100 — x2 \100 — x2

Ponemos todo sobre el mismo denominador:

2(100 — x¥) — 2x* 200 — 4x?

{100 — x2 \/100—x2.

Igualamos a cero (el denominador nunca se anula en el dominio 0 < x < 10, asi que basta con anular el

S'(x) =

numerador):
200 —4x2 =0 — x> =50 — x=+50=5V2 (x>0).

Comprobamos que es un maximo estudiando el signo de S’(x): para x < 5v2, 200 — 4x? > 0, asi que
$’(x) > 0 (creciente); para x > 5v2, §’(x) < 0 (decreciente). Por tanto, x = 52 es efectivamente un
maximo.

X = 5\/§mm =~ 7,07 mm

Calculamos el area maxima. Primero, la altura en ese punto:

h(5v/2) = /100 — (5v2)2 = ¥100 — 50 = /50 = 5v2.

Idea clave

Es una coincidencia reveladora que, en el 6ptimo, x = h = 5+/2: la base inferior y la altura coinci-
den exactamente. No es casualidad, sino una consecuencia de la simetria del problema (maximizar
2x+/100 — x? equivale a maximizar x - /100 — x2, que por la desigualdad entre media aritmética y
geométrica se optimiza cuando x? = 100 — x2, es decir, cuando x y h son iguales).

Entonces:
Smax = 2x-h=2-5V2-5V2=2-25-2=100.

Smax = 100 mm?

11



