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Instrucciones:

a) Duracién: 1 hora y 30 minutos.
b) Este examen consta de 8 ejercicios distribuidos en 2 bloques (A y B) de 4 ejercicios cada uno.
c) Cada ejercicio tiene un valor maximo de 2,5 puntos.

d) Se realizaran unicamente cuatro ejercicios, independientemente del bloque al que pertenez-
can. En caso de responder a mas de cuatro ejercicios, se corregiran unicamente los cuatro

que aparezcan fisicamente en primer lugar.

e) Se permitira el uso de calculadoras que no sean programables, ni graficas ni con capacidad
para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos conducentes a la obtencién
de resultados deben estar suficientemente justificados.

f) En la puntuaciéon maxima de cada ejercicio estan contemplados 0,25 puntos para valorar la

expresion correcta de los procesos y métodos utilizados.
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BLOQUE A

EJERCICIO 1 (2,5 puntos)

Calcula a sabiendo que lim ax =1 (In denota la funcién logaritmo neperiano).

x—+o0 (Inx)3 + 2x

Sustituyendo x — +oo: el numerador ax — +o0 y el denominador (In x)” + 2x — +oo: indeterminacién

= Aplicamos L’Hopital, derivando numerador y denominador por separado:
o0

3(In x)?
x

+ 2.

(ax)’ = a, [(ln x)3 + 2x] = 3(Inx)? - i +2=

Idea clave

No hace falta seguir derivando: basta con calcular el limite del nuevo cociente. Como el logaritmo
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, . : ~ (Inx)?
crece mucho mas lentamente que cualquier potencia de x, se cumple lim
X—>+00 X

= 0 (aplicando
L’Hopital dos veces mas, si se quiere justificar con detalle). Por tanto, el denominador de la derivada

tiende a un valor finito y no nulo, y podemos calcular el limite directamente sin mas aplicaciones

de la regla.

lm ——4 @ _¢
X—+00 3(lnx)2 0+2 2
+2

Igualamos al valor dado:

El valor pedido es a = 2.

EJERCICIO 2 (2,5 puntos)

Calcula los vértices y el area del rectangulo de area maxima inscrito en el recinto limitado por la grafica

de la funcién f : R — R definida por f(x) = —x? + 12 y el eje de abscisas, y que tiene su base sobre
dicho eje.

Idea clave

Como f es una parabola invertida y par (simétrica respecto al eje Y), el rectangulo de area maxima
con base en el eje X también sera simétrico: sus vértices inferiores estan en (+x, 0) y los superiores
en (xx, f(x)), para cierto x > 0.

La anchura del rectangulo es 2x y su altura es f(x) = —x? + 12. El 4rea en funcién de x es:
A(x) = 2x(—x% + 12) = —2x3 + 24x, 0<x<2V3

(el limite 2y/3 corresponde a la raiz positiva de f(x) = 0, es decir, x? = 12).

Derivamos e igualamos a cero:

A(x)=—-6x+24=0 = x°=4 — x=2(x>0).

Comprobamos que es un maximo:

A’(x) =—12x, A”(2)=-24<0.

Calculamos la altura y el area:

f2)=—-4+12=3, A(2) = —2(8) + 24(2) = —16 + 48 = 32.

Los vértices del rectangulo son (—2,0), (2,0), (2,8) y (—2,8), y su area maxima es 32 u?.
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Rectangulo de drea maxima con base en el eje X

— f(X) = —Xx2+12
Rectangulo éptimo

Ju
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EJERCICIO 3 (2,5 puntos)

8
Calcula J L dx. (Sugerencia: efectia el cambio de variable t = 1+ x — 1)

3 V1+x-—1
Hacemos el cambio sugerido:t = 1+ x—1 = t+1=+1+x = (t+1)’ =1+x = x = (t+1)>—1.

Derivamos para obtener dx:
dx = 2(t + 1) dt.

Cambiamos los limites de integracion:

x=3 = t=+4-1=1, x=8 = t=/9-1=2.

Sustituimos en la integral:

8 2 2
2(t+1
J ;dxzj 1-2(t+1)dtzj ( )dt.

3 V1+x—1 1t 1
Idea clave
Antes de integrar, separamos la fraccion para obtener una suma de un término constante y uno

: . 2t+1) 2t +2 2
racional simple: =— = 2+ 7
J (2 + ;)dt = [2t+ 21n|t|]1 =(4+2In2)—-(2+2ln1)=4+2In2-2=2+2In2
1

El valor de la integral es 2 + 21In 2 = 3,386.
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EJERCICIO 4 (2,5 puntos)

Considera las funciones f, g : R — R definidas por f(x) = x> + 2y g(x) = —x? + 2x + 2.

a) [1,25 puntos] Calcula los puntos de corte de las graficas de f y g. Esboza sus graficas.

b) [1,25 puntos] Determina el area del recinto limitado por las graficas de f y g en el primer cuadrante.

Apartado a)
Igualamos f(x) = g(x):

B4+2=-x+2x4+2 = P+x*2-2x=0 = x(x*+x—-2)=0.

Factorizamos el paréntesis: x> + x — 2 = (x + 2)(x — 1). Por tanto:

x(x+2)(x-1)=0 = x=0, x=-2, x = 1.

Calculamos las ordenadas: f(0) = 2; f(—2) =—-8+2=—6; f(1) =1+2=3.

Los puntos de corte son (—2,—6), (0,2) y (1, 3).

Gréficas defy g

4 1 /3)

(0,2)

—_—fX)=x3+2
(=2, —6) — g(X)=—X%+2X+2

Recinto (1er cuadrante)

-3 -2 -1 0 1 2

Apartado b)

Idea clave

De los tres puntos de corte, solo (0,2) y (1,3) estan en el primer cuadrante (x > 0, y > 0); el tramo
entre ellos, x € [0,1], es el recinto pedido. Comprobamos ademés que ambas funciones son no
negativas en todo ese tramo (para no salir del primer cuadrante): f(x) = x> + 2 > 2 > 0 siempre
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para x > 0; g(x) = —x% + 2x + 2 = —(x — 1) + 3 tiene su maximo en x = 1 (valor 3) y en x = 0 vale
2, por lo que g(x) > 2> 0en [0,1].

Determinamos qué funcién queda por encima en (0, 1). Factorizamos:

Flx) — g(x) = %3 + x% — 2x = x(x — 1)(x + 2).

Para0 < x < 1:x > 0,(x —1) <0, (x + 2) > 0, asi que el producto es negativo: f(x)— g(x) < 0, es decir,
g(x) > f(x) en ese tramo.

Calculamos el area:

4 3 1

1 1
rea= [ (500~ f)dx= [ (== 2)dx = [‘XZ e

Evaluamos:

( 1 1 ) 3 4 12 5

— 1) 0= = ==,
4 3 12 12 12 12

. . . 5
El area del recinto en el primer cuadrante es o

BLOQUE B

EJERCICIO 5 (2,5 puntos)

1 1 a
1 0 1 0 -2
Considera las matrices A = ,B=12 a 1]|yC= .
-2 1 2 -1 -1

a) [0,5 puntos] Determina los valores de a para los que la matriz B no tiene inversa.

b) [2 puntos] Para a = 1 calcula X tal que AXB = C, si es posible.

Apartado a)

Calculamos |B| desarrollando por la primera fila:

a 1 2 1 2 a
|B| = -1 +a .
2 0 2 0 2 2
Calculamos cada menor:
a 1 2 1 2 a
= -2, = -2, =4 - 2a.
2 0 2 0 2 2

Sustituyendo:
IB| = =2 — (=2) + a(4 — 2a) = =2 + 2 + 4a — 2a® = 4a — 24d°.
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Factorizamos:

|B| = —2a(a — 2).
Igualamos a cero:a=0o0a = 2.
B no tiene inversa paraa = 0y paraa = 2.

Apartado b)

Idea clave

Aes2x2 Bes3x3,yCes2x3.Para que AXB = C tenga sentido dimensionalmente, X debe ser
2x 3. Como a = 1 no anula |B| (segun el apartado anterior, solo se anula en a = 0, 2), tanto A como
B son invertibles, y podemos despejar X = A"'CB L.

1
Paraa=1:B=|2
2

DN = =
S =

Calculamos A™! (matriz 2 x 2, inversa directa):

10
Al =1, A—lz( )
2 1

Calculamos |B| cona = 1: |[B| = —2(1)(1 — 2) = —2(1)(-1) = 2.

Calculamos B~! mediante la matriz adjunta. Los 9 cofactores de B:

1 1 2 1 2 1
Ciq = = —2’ Cio = — = 2, Cia = = 2’
n=l 12 2 0 B= 5
11 1 1 11
C =2, C 2, Cp3 = — =0,
21 2 0 2251, 23 9 9
1 1 1 1 1 1
Cy1 = =0, Gy =— =1, Cy3 = =-1.
3171 4 32 9 1 3=, 4
La matriz de cofactores y su traspuesta (adjunta):
-2 2 2 -2 2 0
c=[2 -2 o], adiBy=C'=2 -2 1
0 1 -1 2 0 -1
. -2 2 0 -1 1 0
Bl= o1z 2 v)=(1 11 /2
2 0 -1 1 0 -1/2

Calculamos X = A™'CB™! en dos pasos. Primero A™'C:

acie o (1 O\ (1 0 =2} _ 1 0 -2 (1 0 -2
“\2 1/\2 -1 —1) L2 +12) 200+1(-1) 2(-2)+1(-1)) \4 -1 -5)°
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Ahora multiplicamos por B~!:

Calculamos cada entrada de X:
X; = 1(-1)+01)+(-2)(1) =—-14+0—2 = -3, Xip = 1(1) + 0(=1) + (=2)(0) = 1,
X3 =10)+0(1/2) + (-2)(-1/2) =0+0+1=1,

Xo1 = 4(-1)+(-1)(1)+(=5)(1) = -4—1-5 = —10, X9 = 4(1)+(—=1)(-1)+(-5)(0) =4+14+0 =5,

Xp3 = 4(0) + (-D)(1/2) + (-5)(-1/D) =0~ L+ I =2,

-3 1 1
La matriz pedida es X = .
-10 5 2

EJERCICIO 6 (2,5 puntos)

a b c
Sesabeque|p ¢q r|=-2
X y z
a c b
a) [1 punto] Calcula | 2x 2z 2y
—3p —3r —3q

x a—3p —2a
b) [1,5 puntos] Calcula |y b—3q —2b
z ¢—3r -2

Llamamos F; = (a,b,¢), F, = (p,q,r), F5 = (x, y, z) a las filas de la matriz original, con |F;, F,, F3| = —2.

Apartado a)

Idea clave

Reconocemos las filas de la nueva matriz como transformaciones sencillas de las filas originales: in-
tercambio de columnas (que corresponde a intercambiar b y ¢ en cada fila) junto con un intercambio
de filas y un reescalado.

Observamos que la nueva matriz se obtiene de la original mediante los siguientes pasos, siguiendo el
orden y anotando el efecto sobre el determinante:

Paso 1 (intercambiar columnas 2 y 3): la matriz pasa a tener filas (a,c,b), (p,r,q), (x,z,y). Como un in-

tercambio de columnas cambia el signo del determinante:

det = —(-2) = 2.
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Paso 2 (intercambiar las filas 2 y 3): pasamos a (a, ¢, b), (x, z, y), (p,7,q). Un intercambio de filas cambia

de nuevo el signo:
det = —(2) = -2.

Paso 3 (multiplicar la fila 2 por 2 y la fila 3 por —3): llegamos a (a, ¢, b), (2x, 2z, 2y), (=3p, —3r, —3q), que
es exactamente la matriz pedida. Cada multiplicacién de una fila por una constante multiplica el deter-

minante por esa constante:
det = —2x2x(-3) = 12.
El determinante pedido vale 12.

Apartado b)

Idea clave

Aqui las columnas de la nueva matriz son combinaciones lineales de las filas de la matriz original
(no de sus columnas): la primera columna es Fs, la segunda es F; —3F,, y la tercera es —2F;. Cuando
las columnas de una matriz P se obtienen como combinaciones lineales de las filas de otra matriz
M mediante una matriz de coeficientes T (es decir, P = M'T), se cumple |P| = |M]| - |T]|.

Comprobamos la identificacion de columnas:

Columna 1 = (x,y,z) = F;, Columna 2 = (a—3p, b—3q, c—3r) = F|—-3F,, Columna 3 = (—2a, —2b, —2¢) = —2F,.

La matriz de coeficientes T (cuya columna j da los coeficientes de la combinacion de Fy, F,, F3 que produce
la columna j de la nueva matriz) es:

0 1 =2
T=|0 -3 0
1 0 O

Calculamos |T| desarrollando por la primera columna (solo un elemento no nulo):

IT| =1-(+1)**!

1 -2
e ‘ =1-(1(0) - (-2)(-3)) =0 — 6 = —6.

Por tanto:
det(nueva matriz) = |M| - |T| = (—2)(—6) = 12.

El determinante pedido también vale 12.

EJERCICIO 7 (2,5 puntos)

x=5+2A
Consideralasrectasr=x+1=y—-a=—-zys={y=-3
z=2-1

a) [1,5 puntos] Calcula a para que r y s se corten. Determina dicho punto de corte.

b) [1 punto] Halla la ecuacion del plano que pasa por P(8,—7,2) y que contiene a la recta s.
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Apartado a)
Parametrizamos r con el parametro ¢ (igualando cada expresién de la ecuacion continua a ¢):

xX+1=t = x=t—-1, y—a=t = y=a+t, —z =t = z=—1.

Igualamos r y s (con parametro A para s):

t—1=5+24
att=-3
-t=2-27

De la tercera ecuacion: A =t + 2. Sustituimos en la primera:

I—1=5+42t+2) = t—-1=542t+4 = t—1=2t+9 = —t=10 = = —10.

Entonces A = —10 4+ 2 = —8. Sustituimos t = —10 en la segunda ecuacién:

a+(-10)=-3 = a=7.

Idea clave

Con a ya determinado, el punto de corte se obtiene sustituyendo ¢ = —10 en la parametrizacion de
r (o, equivalentemente, A = —8 en la de s; el resultado debe coincidir).

Calculamos el punto de corte con t = —10:

(x,y,2)=@—1, a+t, —t)=(-11, 7—10, 10) = (—11,-3,10).

Comprobacion con s (A = —8): (5 + 2(—8), —3, 2 —(—8)) = (5 —16,—3,10) = (—11,-3,10)
El valor pedido es a = 7, y el punto de corte es (—11, -3, 10).
Apartado b)
La recta s pasa por Py = (5,—3,2) (con A = 0) con direcciéon c?s =(2,0,-1).
Idea clave

Para construir el plano que contiene a s y pasa por P, necesitamos dos direcciones contenidas en el
plano: la de la recta s, y el vector que va de un punto de s hasta P. El producto vectorial de ambas

da el vector normal.

Calculamos PyP = P — Py = (8 — 5, =7 — (=3), 2 —2) = (3,—4,0).

El vector normal es:

-

77k
A=dixPP=[2 0 —1]=(000)—(=1)(=4), —[2(0) = (=1)(3)], 2(=4) — 0(3)) = (—4, —3, —8).
3 =4 0
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La ecuacién del plano, usando el punto P(8,-7, 2):

—4(x—8)-3(y+7)—8(z—2)=0.

Desarrollamos:
—4x+32-3y—-21-8z+16=0 = —4x—-3y—8z+27=0.

Comprobacion: Py(5,—3,2): —4(5) —3(-3) —8(2) + 27 =-20+9—-16+27 =0

El plano pedido es —4x — 3y — 8z + 27 = 0.

EJERCICIO 8 (2,5 puntos)

Seanelplanon5x+y—z=2ylarectar5x=§=z—1.

a) [0,75 puntos] Calcula, si existe, el punto de interseccién de 7 y r.

b) [1,75 puntos] Dado el punto Q(2, 6, 3), halla su simétrico respecto del plano .

Apartado a)

Parametrizamos r con el parametro s: x =5,y =3s,z=1+s.

Sustituimos en la ecuacién de 7:

s+35—(1+4+5)=2 = s+35s—1-s=2 = 3s—1=2 = s=1.

El punto de interseccion es:
(x,y,2)=(1, 3, 1+1)=(1,3,2).
Comprobacién: 1 +3 -2 =2
El punto de interseccion es (1, 3, 2).
Apartado b)
El plano 7 tiene normal n = (1, 1, —1).
Idea clave

Para hallar el simétrico de un punto respecto a un plano, buscamos primero el pie de la perpendi-
cular H (interseccion del plano con la recta perpendicular a & que pasa por Q), y después aplicamos

Q' =2H-Q.

La recta perpendicular a 7 por Q(2, 6, 3) es (x,y,z) = (2,6,3) + p(1, 1, —1). Sustituimos en la ecuacién de
T

Q+w+6+n—-B—p=2 = 2+pu+6+p—3+p=2 = 3u+5=2 = pu=-1.

El pie de la perpendicular es:
H=(2-1,6-1,3+1)=(1,5,4).
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Comprobaciéon: 1+ 5—4 = 2.

Calculamos el punto simétrico:

Q' =2H-0=2(1,54)—(2,6,3)=(2-2, 106, 8 —3) = (0,4,5).

El punto simétrico de Q respecto de 7 es Q' = (0,4, 5).

11



