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Prueba de Acceso a la Universidad
Comunidad Valenciana -- Ordinaria 2023
Matematicas Il

Baremo e instrucciones

Formato de este examen: elige 4 problemas de los 8 propuestos. Cada problema puntia hasta 10
puntos. La calificacion del ejercicio es la suma de las calificaciones de los 4 problemas elegidos,
dividida entre 4 y aproximada a las centésimas.

Se permite el uso de calculadoras siempre que no sean graficas o programables, y que no puedan
realizar calculo simbdlico ni almacenar texto ni féormulas en memoria. Se utilice o no la calculadora,

los resultados analiticos, numéricos y graficos deberan estar siempre debidamente justificados.
\ J

Idea clave

Este examen usa el formato anterior de la Comunidad Valenciana: 8 problemas independientes de
los que solo se responden 4. Aqui resolvemos los 8, como recurso de repaso completo.

En las respuestas se deben escribir todos los pasos del razonamiento utilizado.

PROBLEMA 1: Ecuacion matricial con parametro (10 puntos)

1 2 0 x m
Dadas las matrices A=|{0 m 1], X=(y|yB=]0|:
0 3 0 z 9

a) Estudiar cuando la ecuacién matricial A2X = B tiene solucién en funcién del parametro real m. (4

puntos)

b) Encontrar todas las soluciones de la ecuacién anterior cuando éstas existan. (6 puntos)

a) Calculamos |A| desarrollando por la primera columna, que solo tiene un elemento no nulo (el 1 en la

posicidén superior izquierda):

|Al=1- (-

m 1
=m-0—1-3=-3.
3 O’

Idea clave

El determinante ha salido —3, una constante que no depende de m. Esto significa que A es invertible
para cualquier valor de m, y por tanto A? también lo es siempre (|A%| = |A]2 = 9 # 0).

Como A? es invertible para todo m, la ecuacién A?X = B tiene solucién tnica para cualquier valor real

de m.
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b) En vez de calcular A? directamente (lo que obligaria a multiplicar matrices 3x3 y luego invertir), es méas
eficiente resolver la ecuacién en dos pasos: llamamos Y = AX, de modo que A?X = A(AX) = AY = B.
Primero resolvemos AY = B, y después AX =Y.

Idea clave

Esta estrategia —resolver dos sistemas «sencillos» de 3 x 3 en cascada, en vez de uno solo con la
matriz A2— suele ahorrar mucho calculo cuando la ecuacién tiene la forma A2X = Bo A"X = B.

Paso 1: resolver AY = B. El sistema es

nt2yp=m
my, +y3 =0
3y2 =9
De la tercera ecuacién, y, = 3. Sustituyendo en la segunda: 3m + y3 = 0 = y3 = —3m. Sustituyendo

¥» =3 enlaprimera: y; + 6 =m =y =m—6.Asi,Y = (m—6, 3, =3m).
Paso 2: resolver AX =Y. El sistema es

x+2y=m-—6

my+z=3

3y =-3m

De la tercera ecuacién, y = —m. Sustituyendo en la segunda: m(—m) + z = 3 = z = 3 +m?. Sustituyendo
y = —men la primera: x + 2(—-m) =m—6 = x = 3m — 6.

La solucién (Unica para cada m) es:

(x,v,2) = (Sm -6, —m, m® + 3).

PROBLEMA 2: Matrices no cuadradas e inversa (10 puntos)

1 0 1 1 1 1 0
Dadas las matrices A = ,B= yC= 9 *).
0 1 1 2 -1 0 —a® 0

a) Obtener la matriz (ABT + I)"!, donde I es la matriz identidad de las dimensiones adecuadas para
realizar la operacion. (6 puntos)

b) Comprobar que C? = —a®I, donde I es la matriz identidad, y calcular C'3. (4 puntos)

a) Como A es 2 x 3y Bes 2x 3, para que AB' tenga sentido trasponemos B: B" es 3 x 2, y ABT resulta

2 x 2 (por lo que I debe ser la identidad 2 x 2).

1 2
BT=[1 -1
1 0

Calculamos ABT fila por fila:
Fila 1 de A es (1,0,1): (1,0, 1)-col.1 de BT = (1)(1)+(0)(1)+(1)(1) = 2 (1,0, 1)-col.2 = (1)(2)+ (0)(=1)+
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(1(0) = 2.
Fila2de A es (0,1,1): (0, 1, 1)-col.1 = (0)(1)+(1)(1)+(1)(1) = 2; (0, 1, 1)-col.2 = (0)(2)+(1)(=1)+(1)(0) =

-1.
2 2
a3 2)
2 -1

M:ABT+I:(3 2).
2 0

Sumamos la identidad 2 x 2:

Calculamos su inversa mediante la féormula directa para matrices 2 x 2: si M = (p q), entonces M~ ! =
ros

1 s —q
ps—qr\-—r p)

IM| = 3(0) — 2(2) = —4.

=5 (% 3)-

b) Calculamos C? = C - C multiplicando explicitamente:

9 0 « 0 « 0-0+a(—a?) O-a+a-0 —a® 0
¢ = 2 2 =1l_2 2y 2 = _.3
a® 0 a“ 0 a‘-0+0-(—a®) —a“-a+0-0 0 a

N O
| DN | =

W

S~—

3
- 0 1 0
Y efectivamente 3| = —a? = —a*I, como se queria comprobar.
0 -—«a 0 1
Idea clave
Como C? = —a*I es un multiplo escalar de la identidad, todas las potencias pares de C son también

multiplos de I (y por tanto conmutan con cualquier matriz), lo que facilita mucho calcular C13 =
(c?°.c.

C12 — (C2)6 — (—0{31)6 — (—1)6(0{3)61 — 0{18[,

ya que (—1)® = 1 al ser un exponente par. Por tanto:

0 19
C13=c12-c:a181-c=algc=( o )

PROBLEMA 3: Recta definida por dos planos: paralelismo (10 puntos)

x—y=1
Dadalarectar : y y los puntos P = (0,0,3) y Q = (2, 2,a), obtener:

X+2y+z=0

a) Los valores del parametro real g, si existen, para los que son paralelas la recta r y la recta que pasa
por los puntos P y Q. (6 puntos)
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b) La ecuacion del plano perpendicular a r que pasa por P. (4 puntos)

a) Como r viene dada como interseccién de los planos x —y = 1 (normal n; = (1,—-1,0)) y x +2y+z =0
(normal ri, = (1, 2, 1)), un vector director de r es el producto vectorial de ambas normales:

P

dr = 1 xmy =1 -1

1 2

= o X

Calculamos cada componente:
i CDM-0@) =-1, [ -[DO)-©®] =-1,  k: (1)@) - (1)) =3.

d =(-1,-1,3).
El vector director de la recta PQ es P_Q =Q0-P=(2,2,a-3).

Para que ambas rectas sean paralelas, P_Q debe ser proporcional a J,: existe k tal que (2,2,a — 3) =
k(-1,-1,3).
Idea clave
Con las dos primeras componentes ya podemos determinar k, y la tercera nos dira si existe un a
consistente con ese mismo k.
De la primera componente: 2 = —k = k = —2. Comprobamos con la segunda: 2 = —k = 2 K (coherente).
De la tercera:a —3 =3k =3(-2) = -6 = a = —3.
El tnico valor es a = —3.
b) Un plano perpendicular a r tiene como vector normal la direccion de r, ci; = (—1,—1,3). Imponiendo

que pase por P = (0,0, 3):

-1(x—-0)—1(y-0)+3(z—-3)=0 = —x—y+3z—9=0, obien x+y—-3z+9=0.

PROBLEMA 4: Recta definida por dos planos: angulo y proyeccién (10 puntos)

Sx+y+7z=16

Dadalarectar : y el punto P = (0, 5, 2), se pide:

Ix—y+7z=12
a) Comprobar que el punto Q = (2, 6,0) pertenece a la recta r y encontrar la recta s que pasa por los
puntos Py Q. (2 puntos)
b) Obtener el &ngulo que forman la recta r y la recta s. (3 puntos)
c) Obtener la proyeccion ortogonal del punto P en la recta r. (5 puntos)

a) Comprobamos Q = (2, 6,0) en ambas ecuaciones de r:

5(2)+6+70)=10+6=16K  92)—6+7(0)=18—-6= 12K
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Efectivamente Q € r. La recta s que pasa por P = (0,5,2) y Q = (2,6,0) tiene direccién Pb =Q-P=

(2,1,-2):
st (x,9,2) =(0,5,2) +£(2,1,-2), teR.

b) Un vector director de r se obtiene con el producto vectorial de las normales de los dos planos que la
definen, nj = (5,1,7) yny = (9,—1,7):

i J ok
d.-=nyxny=15 1 7
9 -1 7

(D) = (MD(-1) = 14,
2 =[G5)(7) = (1)(9)] = —(35 - 63) = 28,
() - (M) = -

Ao~ o~y

d, = (14,28,—14) = 14(1, 2, -1).

Tomamos el vector simplificado a_l; =(1,2,-1). Con c?s = (2,1,-2), aplicamos la formula del angulo entre

rectas:

J6

4, - d _1O@+ @MW)+ (1D(2) _ 2+2+2] _ _

6 2
cosf = = =2 £ )
EAEA Vi+4+1-J4+1+4 V63 3J6 J6 3

6 = arc cos (%) ~ 35.26°.

c) Para proyectar P ortogonalmente sobre r, usamos el punto conocido Q € r y la direccion d = (1 2, 1)
El p1e de la perpendlcular Hesdelaforma H=Q+u dr, donde u se determina exigiendo que QH =
QP - d /.2 - |d;[2...

Idea clave
- , y e T e docis o QP
Mas simple: el parametro u es la proyeccion escalar de QP sobre d,., es decir, u = — -
ld |
Calculamos QP =P —Q =(0-2,5—6, 2—0) = (—2,—1,2):
L_OPd (DM DD+ _—2-2-2_ =6 _

O 12 422 4+ (—1)2 6 6
La proyeccién es:
H=0+ud =(260)+(-1)(1,2,-1)=(2-1,6-2,0+1) = (1,4, 1).

Comprobamos que H pertenece ar: 5(1)+4+7(1) =5+4+7=16K9(1)—-4+7(1) =9—-4+7 = 12K.

PROBLEMA 5: Funcion con 1/x y In: dominio, extremos y area (10 puntos)

Considerar la funcién f(x) = 1 + In(x + 1). Obtener:
x
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a) El dominio y las asintotas de f(x). (2 puntos)
b) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x)y sus maximos y minimos. (4 puntos)

c) El rea comprendida entre la curva y = f(x) y las rectas y = 0, x = 1 y x = 2. (4 puntos)

a) Necesitamos x # 0 (por el término %) y x +1 > 0, es decir, x > —1 (por el logaritmo). Combinando

ambas condiciones:

Estudiamos los limites en los puntos excluidos del dominio y en el infinito.
Enx=-1"In(x+1) > —coy % — —1 (finito), asi que f(x) — —oo: asintota vertical en x = —1.

Enx =0": % — —o00 y In(x + 1) — 0, asi que f(x) > —o0. En x = 0*: % — +o00, asi que f(x) — +oo.
Asintota vertical en x = 0 (con comportamiento distinto a cada lado).

En x — +oo: % — 0y In(x + 1) —» +o0 (aunque muy lentamente), asi que f(x) — +o0; no hay asintota
horizontal ni oblicua (el logaritmo crece mas lento que cualquier recta, pero no se estabiliza).

b) Derivamos:
1 _—(x+1)+x2_x2—x—1
x+1 x2(x+1) x2(x+1)

f=-=+

2

Igualamos el numerador a cero: x* — x — 1 = 0, cuyas soluciones son

1+4/5

y

S
S

1-v5 —0.618 (dentro de (—1,0)) y x5 = 1+

Esto da x; =
2 2

~ 1.618 (dentro de (0, +00)).

Idea clave

El denominador x%(x + 1) es positivo en todo el dominio de f (ya que x*> > 0 siempre que x # 0,
y x + 1 > 0 por estar en el dominio). Por tanto, el signo de f” coincide con el signo del numerador

x% — x — 1, una parabola que abre hacia arriba: negativa entre sus raices, positiva fuera de ellas.

En el tramo (—1,0): f* > 0 antes de x; y f < 0 después (ya que (—1,0) esta fuera y luego dentro del
intervalo entre raices al crecer x hacia 0). Concretamente, f es creciente en (—1,x;) y decreciente en
1-45

.
En el tramo (0, +0): f es decreciente en (0,x;) y creciente en (x,+00): hay un minimo relativo en

1++/5
Xy = 2 .

(x1,0): hay un méaximo relativo en x; =

c) Como 1 > 0y In(x+1) > 0 para todo x > 1 (dentro del dominio considerado), la funcién f es positiva
x

en todo [1, 2]: el 4rea es directamente la integral, sin necesidad de valores absolutos.

Idea clave

Para integrar In(x + 1) usamos integracion por partes: con u = In(x + 1), dv = dx, se obtiene

In(x + 1)dx = (x + 1)In(x + 1) — (x + 1) + C (se puede comprobar derivando: la derivada de
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(x+DIn(x+1)—(x+1)esln(x+ 1)+ i—j: —1=In(x + 1)).
Una primitiva de f es:
F(x)=Inx+ (x+ 1 In(x+1) — (x + 1).

Evaluamos en x = 2:
F(2)=In2+3In3-3.

Evaluamos en x = 1:
F(1)=In1+2In2—-2=0+2In2-2.

El 4rea es:

Area=F(2)-F(1)=(n2+3In3-3)—(2In2-2)=3In3—-1n2 -1 = 1.6027 v

PROBLEMA 6: Puerta parabédlica de area maxima (10 puntos)

El corte vertical de la entrada a la plaza amurallada de cierto pueblo tiene forma de parabola con ecuacion

y = —x? + 12, donde x e y se miden en metros e y = 0 representa el suelo. Se desea poner una puerta
rectangular de modo que las dos esquinas superiores estén en la parabola y las inferiores en el suelo. El
resto de la entrada va cerrado con piedra. Calcular:

a) Las dimensiones de la puerta para que tenga la mayor superficie posible. (6 puntos)

b) Utilizando la puerta del apartado anterior, obtener el area de la parte frontal de la puerta y el area
de la parte frontal de la entrada recubierta por piedra. (4 puntos)

a) Por la simetria de la parabola respecto al eje Y, situamos las esquinas superiores de la puerta en

(—=x, —x? +12) y (x, —x% + 12), con x > 0, y las inferiores en (—x,0) y (x,0). La puerta tiene entonces:
ancho = 2x, altura = —x? + 12.
El area de la puerta en funciéon de x es:
A(x) = 2x(—x% + 12) = —2x> + 24x, 0<x<2V3

(el limite superior 2v/3 es donde la parébola corta al suelo: —x? + 12 = 0 = x = 24/3, mas alla del cual la
altura seria negativa).

Derivamos e igualamos a cero:
A(x)=—6x+24=0 = x’=4 — x=2

(descartamos x = —2 por estar fuera del dominio fisico x > 0). Comprobamos que es un maximo con la
segunda derivada:
A”(x) = —12x, A”(2) =-24<0,

lo que confirma un maximo (y, al ser el unico punto critico en (0, 2\/§), también el méaximo absoluto en
ese intervalo).
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Las dimensiones de la puerta son:

ancho = 2(2) =4 m, altura = —(2)> + 12 = 8 m.

y=—x” 4+ 12: puerta y entrada de piedra

12 A

10 A

y (m)

z (m)

b) El area de la puerta es directamente:

Apuerta = 4% 8 = 32 m”.

Para el area total de la entrada (toda la region bajo la parabola, hasta donde toca el suelo), integramos

2\/§:

y = —x? + 12 entre sus dos raices, x = +2+/3. Por simetria, calculamos el doble de la integral entre 0 y

23 243 x3 23
Aentrada = J (_xz +12)dx = ZJ (—x2 +12)dx =2 [—— + 12x
-2V3 0 3 0
3 . 2443
Calculamos (2v/3)° = 8 - 3/3 = 244/3, asi que —

8/3.Y 12 - 243 = 24+/3. Sumando:

Aentrada = 2| — 8V3 + 243/3] = 2- 163 = 323 = 55.43 m*.

El area recubierta de piedra es el resto:

2
Apiedra = Aentrada — Apuerta =323 -32 ~ 23.43 m”.

PROBLEMA 7: Dos monedas: relanzamiento condicionado (10 puntos)

Tenemos dos monedas distintas M; y M,. La probabilidad de obtener cara al lanzar la moneda M; es x y
la probabilidad de obtener cara al lanzar la moneda M, es y.

a) Silanzamos las dos monedas al mismo tiempo, calcular las probabilidades de no obtener ninguna
cara, de obtener solo una cara y de obtener dos caras. (3 puntos)

b) Después de lanzar las dos monedas, volvemos a lanzar solamente las monedas en las que no hemos
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obtenido cara. Calcular las probabilidades de que el resultado final haya sido obtener ninguna cara,
obtener solo una cara y obtener dos caras. (7 puntos)

a) Los dos lanzamientos son independientes (monedas distintas). Denotamos C;=«M; da cara» (P(C;) =

x) y Co=«M, da cara» (P(Cy) = y).
P(0 caras) = P(C))P(C) = (1 - x)(1 - y).

P(2 caras) = P(C;)P(Cy) = xy.
P(1 cara) = P(C;)P(Cy) + P(C))P(C;) = x(1 — y) + (1 — x)y.
b) Cada moneda que salié cruz en la primera tirada se vuelve a lanzar (una sola vez mas), con la mis-
ma probabilidad de cara que le corresponde. Calculamos primero la probabilidad de que cada moneda,

individualmente, acabe mostrando cara al final del proceso completo (ya sea a la primera o a la segunda
tirada).

Idea clave

Para la moneda M;: acaba en cara si sale cara a la primera (prob. x), o si sale cruz a la primera y
luego cara al repetir (prob. (1 — x) - x). Estos dos caminos son incompatibles entre si, asi que sus
probabilidades se suman.

X’ = P(M; acaba en cara) = x + (1 — x)x = x[l +(1 - x)] =x(2 — x) = 2x — x°.
Del mismo modo, para My: Y’ = 2y — 2.
Idea clave

Es mas comodo trabajar con el complementario: 1 — X’ = 1 — 2x + x? = (1 — x)?, y analogamente
1-Y’ = (1—y)2. Esto tiene sentido: para que M; acabe en cruz, tiene que fallar (cruz) las dos veces
que se lanza, con probabilidad (1 — x) cada vez, de ahi el cuadrado.

Con X’ y Y’ jugando el mismo papel que x, y en el apartado a), pero para el proceso completo:
P(0 caras final) = (1 — X")(1 - Y’) = (1 — x)?(1 — y)*.

P(2 caras final) = X'Y’ = [x(z - x)] [y(2 - y)] =xy(2-x)(2-y).

P(1 cara final) = 1 — P(0 caras final) — P(2 caras final) = 1 — (1 — x)2(1 — y)? — xy(2 — x)(2 — y).

PROBLEMA 8: Probabilidad: vuelos segun procedencia (10 puntos)

Cada fin de semana llegan al aeropuerto de Alicante 161 vuelos. De estos 161 vuelos, 95 proceden del

territorio nacional, 50 proceden de la Unién Europea y 16 proceden de paises de fuera de la Unién Euro-
pea. Sabiendo que el 5 % de los vuelos con procedencia nacional, el 4 % de los vuelos con procedencia de
la Unién Europea y el 6.25 % del resto de vuelos se retrasan:

a) Calcular la probabilidad de que durante el fin de semana un vuelo se retrase. (5 puntos)
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b) Sabiendo que un vuelo concreto se ha retrasado, calcular la probabilidad de que este vuelo proceda
de la Unién Europea. (5 puntos)

Los resultados han de expresarse en forma de fraccién o en forma decimal con cuatro decimales de
aproximacion.

Denotamos N, UE, F los sucesos «procede del territorio nacional / de la Unién Europea / de fuera de la

UE», con o 50 1
P(N)=—, P(UE) = —, P(F) = —.
(N) 161 UE) 161 (F) 161

Y R=«el vuelo se retrasa», con P(R | N) = 0.05, P(R | UE) = 0.04, P(R | F) = 0.0625.

a) Por el teorema de la probabilidad total (N, UE, F forman una particion de todos los vuelos):
P(R) = P(N)P(R| N) + P(UE)P(R |UE) + P(F)P(R | F).

Calculamos cada producto en nimero de vuelos retrasados (mas comodo que trabajar con las fracciones
95/161 directamente):

95x0.05 = 4.75, 50 x0.04 = 2, 16 x 0.0625 = 1.

Sumando: 4.75 + 2 + 1 = 7.75 vuelos retrasados de media, sobre un total de 161:

P(R) = L2 = 3L 0481,
161 44

Idea clave
Trabajar con el numero de vuelos (en vez de con las probabilidades P(N) = 95/161, etc.) evita

manejar fracciones feas en cada paso, y al final basta dividir por el total.

b) Aplicamos el teorema de Bayes:

P(UE) P
WE)PR|UE) _ 50x004 _ 2 _ 8 _ ,eq;
P(R) 775 775 31

P(UE|R) =

10



